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Uvod
Sredinom 19. stoljec´a Bernhard Riemann zapocˇinje svoje proucˇavanje jednodimen-
zionalnih kompleksnih mnogostrukosti, objekata koje danas nazivamo Riemannovim
plohama. Uspostavilo se da one predstavljaju prirodno okruzˇenje za poopc´enje pojma
holomorfnog preslikavanja na prostore s topologijom slozˇenijom od kompleksne rav-
nine.
Nakon prvog poglavlja, koje sluzˇi kao pregled i podsjetnik terminologije i osnov-
nih rezultata koji c´e nam trebati, u drugom poglavlju definiramo Riemannove plohe i
holomorfna preslikavanja medu njima. Posebno, definiramo meromorfne funkcije kao
holomorfna preslikavanja u tzv. Riemannovu sferu. Dokazujemo da je svaka holo-
morfna funkcija s kompaktne Riemannove plohe u kompleksnu ravninu konstantna.
Definiramo kratnost i stupanj preslikavanja u tocˇki, te dokazujemo da stupanj ne
ovisi o izboru tocˇke. Zatim definiramo red meromorfne funkcije u tocˇki i dokazujemo
da je zbroj redova po svim tocˇkama na kompaktnoj Riemannovoj plohi jednak nuli.
U trec´em, zadnjem, poglavlju razvijamo teoriju diferencijalnih formi na Rieman-
novoj plohi. Glavni objekt proucˇavanja su 1-forme, pa definiramo razne tipove ovih
formi. Definiramo integrale 1-formi i 2-formi, pa uz pomoc´ Stokesovog teorema de-
komponiramo kompleksan Hilbertov prostor kvadratno integrabilnih 1-formi na sumu
ortogonalnih potprostora. Ispostavlja se da jedan od ovih sumanada cˇine harmonij-
ske 1-forme, koje su usko povezane s holomorfnim 1-formama. Zatim konstruiramo
1-forme koje su harmonijske osim u nekom zadanog singulariteta. Pomoc´u ovakvih
harmonijskih formi sa singularitetom dobivamo tzv. meromorfne 1-forme. Koristec´i
ovako dobivene meromorfne 1-forme lako dokazujemo postojanje nekonstantnih me-
romorfnih funkcija na promatranoj Riemannovoj plohi. Na kraju trec´eg poglavlja
promatramo iskljucˇivo kompaktne Riemannove plohe. Definiramo genus plohe, te
definiramo glatke projektivne krivulje i algebarske krivulje. Iskazujemo Riemann-
Rochov teorem pomoc´u kojeg dobivamo zakljucˇak da su kompaktne Riemannove
plohe, glatke projektivne krivulje i algebarske krivulje u nekom smislu tri imena za
istu vrstu objekta.
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Poglavlje 1
Osnovne definicije i rezultati
U ovom uvodnom poglavlju ukratko izlazˇemo osnovne definicije i rezultate iz topo-
logije, kompleksne analize i teorije Hilbertovih prostora. Dokaze uglavnom izostav-
ljamo, buduc´i da c´e nam od znacˇaja biti samo njihovi iskazi.
1.1 Topologija
Osnovne definicije
Definicija 1.1.1. Neka je X skup. Familiju τ podskupova od X nazivamo topologi-
jom (na X) ako vrijedi:
(i) ∅, X ∈ τ ;
(ii) τ je zatvoren na proizvoljne unije;
(iii) τ je zatvoren na konacˇne presjeke.
Ureden par (X, τ) nazivamo topolosˇkim prostorom. Za elemente od τ kazˇemo da su
otvoreni skupovi, a komplement otvorenog skupa nazivamo zatvorenim skupom.
U raznim kategorijama imamo razne pojmove morfizama i izomorfizma; dva
objekta smatramo
”
istim” ako postoji izomorfizam medu njima. Na primjer, u ka-
tegoriji grupa su to homomorfizmi i bijektivni homomorfizmi, u kategoriji vektorskih
prostora linearna preslikavanja i bijektivna linearna preslikavanja, dok su u kategoriji
skupova morfizmi funkcije, a izomorfizmi bijekcije. U kategoriji topolosˇkih prostora
uloge morfizama odnosno izomorfizama preuzimaju neprekidna preslikavanja odnosno
homeomorfizmi.
3
4 Osnovne definicije i rezultati
Definicija 1.1.2. Neka su (X, τ) i (Y, τ ′) topolosˇki prostori, te f : X → Y funkcija.
Kazˇemo da je f neprekidna ako za svaki V ∈ τ ′ vrijedi f−1(V ) ∈ τ , tj. ako je praslika
svakog otvorenog skupa opet otvoren skup. Ako je f josˇ i bijekcija, te je i njezin
inverz f−1 : Y → X takoder neprekidna funkcija, kazˇemo da je f homeomorfizam.
Ako izmedu dva topolosˇka prostora postoji homeomorfizam, kazˇemo da su ti prostori
homeomorfni.
Dakle, homeomorfne prostore smatramo
”
istim”, topolosˇki gledano. Primijetimo
da homeomorfizam sˇalje otvorene skupove u otvorene skupove (buduc´i da je inverz
homeomorfizma neprekidna funkcija). Uocˇimo i da je praslika zatvorenog skupa po
neprekidnoj funkciji i dalje zatvoren skup; to slijedi iz f−1(Y \V ) = f−1(Y )\f−1(V ) =
X \ f−1(V ).
Topologija na nekom skupu mozˇe biti ogromna familija podskupova. Cˇesto je od
koristi znati da od neke bitno manje podfamilije mozˇemo zadati tu topologiju.
Definicija 1.1.3. Neka je (X, τ) topolosˇki prostor. Podskup1 B ⊂ τ nazivamo bazom
topologije τ ako se svaki otvoren skup mozˇe dobiti kao (ne nuzˇno konacˇna) unija
elementa iz B.
Ako imamo topolosˇki prostor (X, τ) i podskup S ⊂ X, na prirodan nacˇin mozˇemo
definirati topologiju na S koja se nasljeduje od topologije τ .
Definicija 1.1.4. Na S ⊂ X definiramo topologiju τ ′ = {V ∩ S;V ∈ τ}. Topolosˇki
prostor (S, τ ′) nazivamo potprostorom od X.
Lako se provjeri da τ ′ zaista jest topologija na S. Primijetimo da u definiciji ne
zahtijevamo S ∈ τ . Uz iste oznake kao u definiciji, vrijedi sljedec´i ocˇekivan rezultat.
Propozicija 1.1.5. Ako je B baza topologije τ , onda je B′ = {V ∩ S;V ∈ B} baza
topologije τ ′.
Ubuduc´e c´emo umjesto (X, τ) pisati samo X za topolosˇki prostor, i S ⊂ X c´e
podrazumijevati da S promatramo kao potprostor od X.
Zabiljezˇimo sada sljedec´i trivijalan rezultat.
Lema 1.1.6. Ako je f : X → Y homeomorfizam, tada je f |S : S → f(S) homeomor-
fizam, pri cˇemu S i f(S) promatramo kao potprostore od X odnosno Y .
1Relaciju
”
je podskup od” c´emo oznacˇavati s ⊂. Dakle, tu je ukljucˇen i slucˇaj jednakosti. Zˇelimo
li naglasiti da jednakost ne vrijedi, pisat c´emo $.
Topologija 5
Definicija 1.1.7. Neka je S ⊂ X. Definiramo interior od S, u oznaci IntS, kao unija
svih otvorenih podskupova od S (ekvivalentno je promatramo li otvorene skupove u X
ili otvorene skupove u potprostoru S). Presjek svih zatvorenih nadskupa od S zovemo
zatvaracˇem S i oznacˇavamo s ClS. Skup ClS ∩ Cl(X \ S) zovemo rubom od S i
oznacˇavamo s ∂S.
Propozicija 1.1.8. Neka je f : X → Y homeomorfizam i S ⊂ X. Tada je f(IntS) =
Int f(S), f(ClS) = Cl f(S) i f(∂S) = ∂f(S).
Neka topolosˇka svojstva
Sad c´emo vidjeti nekoliko svojstava prostora koja su ocˇuvana homeomorfizmima;
takva svojstva nazivamo topolosˇkim svojstvima.
Definicija 1.1.9. Kazˇemo da je prostor X Hausdorffov ako za svake dvije tocˇke
x, y ∈ X postoje disjunktni otvoreni skupovi U i V takvi da je x ∈ U i y ∈ V .
Za otvoren skup koji sadrzˇi tocˇku x kazˇemo da je otvorena okolina od x. Ha-
usdorffovi prostori su oni u kojima tocˇke mozˇemo
”
razdvojiti” otvorenim okolinama.
Propozicija 1.1.10. Hausdorffovost je topolosˇko svojstvo.
Dokaz. Neka su X i Y topolosˇki prostori, pri cˇemu je X Hausdorffov, i f : X → Y
homeomorfizam medu njima, te neka su x, y ∈ Y . Neka su U i V disjunktne otvorene
okoline od f−1(x) i f−1(y). Tada su f(U) i f(V ) disjunktne otvorene okoline od x i
y. 
Podskup prostora X mozˇe biti i otvoren i zatvoren. Na primjer, takvi su uvijek
∅ i sam X. Ako postoji ∅ 6= S $ X koji je otvoren i zatvoren, onda je i njegov kom-
plement ∅ 6= X \ S $ X otvoren i zatvoren. U tom slucˇaju je prostor X
”
razdvojen”
na dva otvorena podskupa.
Definicija 1.1.11. Prostor X je povezan ako su ∅, X ⊂ X jedini potprostori od X
koji su otvoreni i zatvoreni.
Za ∅ 6= U ⊂ X koji je otvoren (u X) i povezan (kao potprostor) govorimo da je
podrucˇje.
Na skupu realnih brojeva R imamo kanonsku topologiju zadanu tako da otvorene
skupove cˇine proizvoljne unije intervala oblika 〈a, b〉.
6 Osnovne definicije i rezultati
Definicija 1.1.12. Za neprekidnu funkciju γ : [0, 1] → X (gdje je [0, 1] potprostor
od R s kanonskom topologijom) kazˇemo da je put u X. Put je zatvoren ako je γ(0) =
γ(1), a u tom slucˇaju kazˇemo da je jednostavan ako je γ|[0, 1〉 injekcija. Kazˇemo da
je X povezan putevima ako za svake dvije tocˇke x, y ∈ X postoji put γ u X takav da
je γ(0) = x i γ(1) = y.
Propozicija 1.1.13. Ako je prostor povezan putevima, onda je on i povezan.
Propozicija 1.1.14. Povezanost i povezanost putevima su ocˇuvane neprekidnim
funkcijama. Posebno, to su topolosˇka svojstva.
Definirajmo sada iznimno vazˇan pojam kompaktnosti prostora. U tu svrhu defi-
niramo otvoren pokrivacˇ prostora X kao familija otvorenih skupova u X cˇija je unija
jednaka cijelom X.
Definicija 1.1.15. Kazˇemo da je topolosˇki prostor X kompaktan ako za svaki otvoren
pokrivacˇ od X postoji konacˇan podskup tog pokrivacˇa koji je i sam otvoren pokrivacˇ
od X.
Za potprostor S ⊂ X mozˇemo ekvivalentno definirati kompaktnost na sljedec´i
nacˇin. Kazˇemo da je S ⊂ X kompaktan potprostor ako za svaku familiju otvorenih
skupova u X cˇija unija sadrzˇi S postoji konacˇan podskup te familije cˇija unija i dalje
sadrzˇi S.
Za S potprostor od X kazˇemo da je relativno kompaktan u X ako je ClS kom-
paktan potprostor od X.
Propozicija 1.1.16. Neprekidna slika kompaktnog prostora jest kompaktan prostor.
Posebno, kompaktnost je topolosˇko svojstvo.
Primjer 1.1.17. [0, 1] ⊂ R je kompaktan potprostor od R s kanonskom topologijom.
Korolar 1.1.18. Slika puta u X je kompaktan potprostor od X.
Dokaz. [0, 1] je kompaktan prostor, pa po prethodnoj propoziciji slijedi da je
γ([0, 1]) kompaktan prostor, tj. kompaktan potprostor od X, buduc´i da je γ nepre-
kidna funkcija. 
Lema 1.1.19. Zatvoren skup u kompaktnom prostoru je i sam kompaktan (kao pot-
prostor).
Lema 1.1.20. Kompaktan potprostor Hausdorffovog prostora X je zatvoren u X.
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Propozicija 1.1.21. Ako je f : X → Y neprekidna bijekcija iz kompaktnog prostora
X u Hausdorffov prostor Y , onda je f homeomorfizam.
Dokaz. Jedino treba provjeriti da je f−1 neprekidno, tj. da f sˇalje otvorene
skupove u X u otvorene skupove u Y . Buduc´i da je f bijekcija, to je ekvivalentno
tome da f sˇalje zatvorene skupove u zatvorene skupove. Neka je F ⊂ X zatvoren.
Tada je po lemi 1.1.19 F kompaktan, pa je po propoziciji 1.1.16 f(F ) kompaktan u
Y , odakle slijedi da je f(F ) zatvoren u Y po lemi 1.1.20. 
Definicija 1.1.22. Kazˇemo da je topolosˇki prostor X diskretan ako je za svaki x ∈ X
skup {x} ⊂ X otvoren u X.
Opc´enito kazˇemo da je tocˇka x ∈ X izolirana ako je {x} otvoren skup u X. Dakle,
diskretni prostori su oni u kojima su sve tocˇke izolirane.
Propozicija 1.1.23. Ako je S zatvoren i diskretan potprostor kompaktnog prostora
X, onda je S konacˇan skup.
Dokaz. S je kompaktan po lemi 1.1.19, pa svaki otvoren pokrivacˇ ima konacˇan
potpokrivacˇ. Tvrdnja slijedi uzimanjem otvorenog pokrivacˇa {{x} ;x ∈ S}. 
Definicija neprekidnosti s kojom ovdje radimo naizgled nije ista kao ona kod funk-
cija f : R → R koja kazˇe da je funkcija neprekidna ako komutira s limesima konver-
gentnih nizova. Opc´enito u topolosˇkom prostoru X kazˇemo da niz (xn)n konvergira
prema x ako za svaku otvorenu okolinu U od x vrijedi xn ∈ X za svaki dovoljno velik
n (i tada tocˇku x nazivamo limesom tog niza).
Kljucˇno svojstvo koje skup R zadovoljava koje cˇini ove dvije definicije neprekid-
nosti ekvivalentnim jest cˇinjenica da svaka tocˇka x ∈ R ima prebrojivu2 bazu okolina.
Definicija 1.1.24. Neka je X topolosˇki prostor i x ∈ X. Kazˇemo da x ima pre-
brojivu bazu okolina ako postoji prebrojiva familija otvorenih skupova {Un;x ∈ Un}
takva da za svaku otvorenu okolinu V od x postoji Un takav da je x ∈ Un ⊂ V .
Propozicija 1.1.25. Neka je X topolosˇki prostor takav da svaka tocˇka ima prebrojivu
bazu okolina, te neka je A ⊂ X. Za svaku tocˇku x ∈ X vrijedi da je x ∈ ClA ako i
samo ako postoji niz (an)n elemenata u A koji konvergira prema x. Nadalje, funkcija
f : X → Y (gdje je Y proizvoljan topolosˇki prostor) je neprekidna ako i samo ako
za svaki konvergentan niz (xn)n s limesom x u X vrijedi da niz (f(xn))n konvergira
prema f(x).
2Skup je prebrojiv ako je u bijekciji sa skupom prirodnih brojeva N.
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Primijetimo da ako za topolosˇki prostor postoji prebrojiva baza, onda svaka tocˇka
u njemu ima prebrojivu bazu okolina. Takav je npr. prostor R, gdje jednu prebrojivu
bazu cˇini skup svih intervala 〈q1, q2〉 s racionalnim krajevima. Takoder je vazˇno pri-
mijetiti da je u prostoru s prebrojivom bazom svaka familija medusobno disjunktnih
otvorenih skupova najviˇse prebrojiva; to je tzv. Suslinovo svojstvo.
Neke konstrukcije topolosˇkih prostora
Kompaktni Hausforffovi prostori se dobro ponasˇaju, sˇto bi se moglo dati naslutiti iz
propozicije 1.1.21. No, ako vec´ ne radimo s kompaktnim prostorom, dobro je znati
da ga mozˇemo uz neke uvjete
”
smjestiti” u kompaktan Hausdorffov prostor koji je
vec´i samo za jednu tocˇku.
Definicija 1.1.26. Kazˇemo da je prostor X lokalno kompaktan ako za svaku tocˇku
x ∈ X postoji kompaktan skup C koji sadrzˇi otvorenu okolinu od x.
Primjer 1.1.27. Jasno, svaki kompaktan prostor je lokalno kompaktan. Manje tri-
vijalan primjer jest skup svih uredenih parova realnih brojeva, R2, s topologijom za-
danom time da su otvoreni skupovi oni koji se mogu prikazati kao unija pravokutnika
〈a, b〉 × 〈c, d〉.
Teorem 1.1.28. Neka je X lokalno kompaktan Hausdorffov prostor. Tada postoji
prostor Y takav da vrijedi
(i) X je potprostor od Y ;
(ii) Y \X se sastoji od jedne tocˇke;
(iii) Y je kompaktan Hausdorffov prostor.
Za svaka dva ovakva prostora postoji homeomorfizam medu njima koji je jednak iden-
titeti na X.
Prostor Y iz prethodnog teorema se naziva kompaktifikacija jednom tocˇkom pros-
tora X. Otvorene skupove u Y cˇine otvoreni skupovi u X i skupovi oblika Y \ C za
kompaktan potprostor C od X.
Pogledajmo sada josˇ jedan nacˇin dobivanja novih topolosˇkih prostora. Ako imamo
zadan prostor X, mozˇemo na njemu identificirati neke podskupove, te promatrati
novonastali prostor. Tu ideju formalizira pojam kvocijentnog prostora.
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Definicija 1.1.29. Neka je ∼ relacija ekvivalencije na topolosˇkom prostoru X (tj. na
pripadnom skupu, dakle ta relacija particionira X), te neka je q : X → X/∼ kanonska
surjekcija koja svaki element sˇalje u pripadnu klasu. Na skupu X/∼ definiramo
topologiju na sljedec´i nacˇin. Skup U ⊂ X/∼ je otvoren ako i samo je q−1(U) otvoren u
X. Ovaj prostor nazivamo kvocijentnim prostorom, a q kvocijentnim preslikavanjem.
Iz konstrukcije kvocijentnog prostora se odmah vidi da je q neprekidno preslika-
vanje iz X u kvocijentni prostor.
Primjer 1.1.30. Na disku D2 = {(x, y);x2 + y2 6 1} ⊂ R2 definirajmo
∼ = {{(x, y)} ; (x, y) ∈ IntD2} ∪ {∂D2}
i pogledajmo D2/∼. Svaka tocˇka u unutrasˇnjosti diska je sama u svojoj klasi, dok
smo tocˇke na rubu diska poistovijetili. Prostor D2/∼ je homeomorfan (bilo kojoj)
sferi u R3.
Kvocijentni prostor X/∼ zajedno s kvocijentnim preslikavanjem q : X → X/∼
karakterizira sljedec´e univerzalno svojstvo u kategoriji topolosˇkih prostora. Za svaki
prostor Z i neprekidnu funkciju g : X → Z takvu da je, za svaki x, y ∈ X, g(x) = g(y)
ako je x ∼ y, postoji jedinstvena funkcija f : X/∼ → Z takva da je f ◦ q = g. To
jest, sljedec´i dijagram komutira.
X
X/∼ Z
gq
f
Slika 1.1: Univerzalno svojstvo kvocijentnog prostora
Metricˇki prostori
Definicija 1.1.31. Neka je X skup. Funkciju d : X ×X → R takvu da za svaki
x, y, z ∈ X vrijedi
(i) d(x, y) > 0;
(ii) d(x, y) = 0 ako i samo ako je x = y;
(iii) d(x, y) = d(y, x);
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(iv) d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z)
nazivamo metrikom na X. Ureden par (X, d) zovemo metricˇki prostor.
Vrijednost d(x, y) interpretiramo kao udaljenost izmedu x i y. Skup svih tocˇaka
udaljenih od neke fiksne tocˇke x za strogo manje od neke fiksne vrijednosti r zovemo
otvorenom kuglom oko x radijusa r i oznacˇavamo s K(x, r). Dakle,
K(x, r) = {y ∈ X; d(x, y) < r} .
Koristec´i otvorene kugle, kao sˇto ime daje naslutiti, mozˇe se definirati topologija
na X. Proglasimo otvorenim one skupove koji se mogu prikazati kao unija otvorenih
kugli. Dobivenu topologiju nazivamo topologijom induciranom metrikom d. Ubuduc´e
c´emo podrazumijevati ovu topologiju ako je zadana samo metrika na X. Takoder
c´emo pisati samo X umjesto (X, d), slicˇno kao kod topolosˇkih prostora.
Propozicija 1.1.32. Neka je X metricˇki prostor. Tada svaka tocˇka x ∈ X ima
prebrojivu bazu okolina.
Dokaz. Primijetimo da okoline oblikaK(x, 1
n
), n ∈ N, cˇine prebrojivu bazu okolina
oko tocˇke x. 
U metricˇkom prostoru X mozˇemo govoriti o konvergenciji niza (xn)n prema ele-
mentu x ako uzmemo u obzir induciranu topologiju i definiciju konvergencije u to-
polosˇkom prostoru. Ovdje se ta definicija mozˇe preformulirati u sljedec´i oblik. Niz
(xn)n konvergira prema x ako za svaki ε > 0 vrijedi d(xn, x) za dovoljno velike n. U
tom slucˇaju cˇesto piˇsemo xn → x.
Postoji i sljedec´e svojstvo niza koje je opc´enito slabije od konvergencije.
Definicija 1.1.33. Kazˇemo da je niz (xn)n Cauchyjev ako za svaki ε > 0 vrijedi
d(xn, xm) < ε za dovoljno velike n,m. Prostor je potpun ako u njemu svaki Cauchyjev
niz konvergira.
Na svakom podskupu S ⊂ X metricˇkog prostora mozˇemo definirati metriku, jed-
nostavno uzimajuc´i restrikciju metrike na X. Topologija inducirana restringiranom
metrikom je jednaka topologiji koju S nasljeduje od X kao potprostor topolosˇkog
prostora. Zato nema dvoznacˇnosti ako kazˇemo
”
S je potprostor metricˇkog prostora
X”.
Propozicija 1.1.34. Neka je (X, d) potpun metricˇki prostor, i F ⊂ X zatvoren
potprostor. Tada je i F potpun metricˇki prostor.
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Korisno c´e nam biti zabiljezˇiti sljedec´i intuitivno prihvatljiv rezultat da se svaka
neprekidna funkcija s vrijednostima u Rn na zatvorenom podskupu tzv. normal-
nog prostora mozˇe prosˇiriti do neprekidne funkcije na cijelom prostoru. Kazˇemo da
je prostor normalan ako se disjunktni zatvoreni skupovi mogu odvojiti disjunktnim
otvorenim okolinama, tj. ako za svaka dva F1, F2 zatvorena disjunktna skupa postoje
disjunktni otvoreni U1, U2 takvi da je F1 ⊂ U1 i F2 ⊂ U2. Lako se pokazˇe da su me-
tricˇki prostori (gledani kao topolosˇki prostori s induciranom topologijom) normalni.
Teorem 1.1.35. (Tietzeov teorem o prosˇirenju) Neka je F zatvoren potprostor nor-
malnog prostora X, te f : F → Rn neprekidna funkcija. Tada je f mozˇe neprekidno
prosˇiriti na cijeli X.
Vrijedi da su Riemannove plohe, koje c´emo kasnije definirati, normalni prostori
(kao i sve n-dimenzionalne C∞ mnogostrukosti, koje c´emo takoder definirati). U
slucˇaju promatranja Riemannovih ploha je korisno znati da vrijedi i
”
glatki” analogon
Tietzeovog teorema, tj. teorem vrijedi i ako neprekidnost zamijenimo sa zahtjevom
na neprekidnost parcijalnih derivacija (do proizvoljne razine).
1.2 Kompleksna analiza
Kompleksni brojevi i derivacija
Definiramo polje kompleksnih brojeva kao skup svih uredenih parova realnih brojeva
s operacijama zbrajanja i mnozˇenja zadanim s
(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2),
(x1, y1) · (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1),
za sve (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2. Element (x, y) od C oznacˇavamo s x + iy. Skupovno
su C i R2 jednaki, te na C standardno uzimamo kanonsku topologiju na R2, pa se
ponekad podsjetimo toga piˇsuc´i C ≡ R2.
Za svaki kompleksan broj z = x+ iy sa z¯ oznacˇavamo broj x− iy. Broj z¯ zovemo
kompleksnim konjugatom od z. Takoder, svakom kompleksnom broju z = x + iy
pridruzˇujemo nenegativan realan broj |z| = (x2 + y2) 12 , tzv. apsolutnu vrijednost
broja z. Pomoc´u apsolutne vrijednosti mozˇemo definirati metriku na C. Naime,
stavimo d(z1, z2) = |z1 − z2| za svaka dva z1, z2 ∈ C.
Definicija 1.2.1. Neka je U ⊂ C podrucˇje i z0 ∈ C. Kazˇemo da je funkcija f : U → C
derivabilna u tocˇki z0 ako postoji kompleksan broj f
′(z0) takav da za svaki niz zn koji
12 Osnovne definicije i rezultati
konvergira prema z, niz
f(zn)− f(z0)
zn − z0
konvergira prema f ′(z0). Ako je f diferencijabilna u svakoj tocˇki svoje domene,
kazˇemo da je ona holomorfna te s f ′ oznacˇavamo funkciju f ′ : U → C koja z sˇalje u
f ′(z).
Kompleksna derivacija zadovoljava sva standardna racˇunska pravila kao derivacija
realnih funkcija realne varijable – linearnost, pravilo produkta, kvocijenta, te lancˇano
pravilo. Bitnu razliku u odnosu na realan slucˇaj je sadrzˇaj sljedec´eg teorema. Prije
njegovog iskaza, komentirajmo da svaku kompleksnu funkciju kompleksne varijable
f(z) mozˇemo prikazati u obliku u(x, y) + iv(x, y), gdje je z = (x, y) a u i v su realne
funkcije dviju realnih varijabli.
Teorem 1.2.2. (Cauchy-Riemannovi uvjeti) Neka je f : U → C funkcija na podrucˇju
U , te napiˇsimo f(z) = f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y). Tada je f derivabilna u tocˇki
z0 = (x0, y0) ako i samo ako je (u, v) diferencijabilna u (x0, y0) (kao funkcija dviju
realnih varijabli) i ako vrijede tzv. Cauchy-Riemannovi uvjeti u z0:
∂u
∂x
(x0, y0) =
∂v
∂y
(x0, y0),
∂u
∂y
(x0, y0) = −∂y
∂x
(x0, y0).
Tada je f ′(z0) = ∂u∂x(x0, y0) + i
∂v
∂x
(x0, y0).
Primjer 1.2.3. Funkcija z 7→ z¯ ne zadovoljava Cauchy-Riemannove uvjete ni u
jednoj tocˇki. Zaista, z¯ = x − iy, pa imamo u(x, y) = x i v(x, y) = −y. Vidimo
da je u svakoj tocˇki ∂u
∂x
= 1, dok je ∂v
∂y
= −1. Za funkcije f = u + iv takve da u i
v imaju neprekidne parcijalne derivacije prvog reda je ovisnost o z¯ u nekom smislu
jedina
”
smetnja” holomorfnosti.
Cauchy-Riemannovi uvjeti imaju dalekosezˇne posljedice; jedna od naj-
upecˇatljivijih jest sljedec´a.
Korolar 1.2.4. Ako je funkcija f : U → C holomorfna, tada ona ima derivaciju
svakog reda. Posebno, zapiˇsemo li f = u+iv, funkcije u i v imaju parcijalne derivacije
svakog reda.
Ako je f holomorfna funkcija, onda s f (n) oznacˇavamo njezinu n-tu derivaciju
(koja postoji po prethodnom korolaru).
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Teorem 1.2.5. Neka je f : U → C holomorfna i K(z0, r) ⊂ U . Tada za svaki
z ∈ K(z0, r) vrijedi
f(z) =
∞∑
n=0
f (n)(z0)
n!
(z − z0)n.
Posebno, gornji red konvergira; sˇtoviˇse, on konvergira lokalno uniformno prema funk-
ciji f .
Dakle, holomorfne funkcije mozˇemo lokalno prikazati kao red potencija. Zato se
holomorfne funkcije cˇesto zovu i analiticˇke.
Klasa funkcija iz R2 u R koja ima neka slicˇna svojstva holomorfnim funkcijama su
tzv. harmonijske funkcije. To su funkcije f s neprekidnim parcijalnim derivacijama
drugog reda takvim da je
∂2f
∂x2
+
∂2f
∂y2
= 0.
Definicija se mozˇe prosˇiriti i na funkcije f : C → C. Kazˇemo da je f = u + iv
harmonijska ako su u i v harmonijske (u smislu prethodne definicije). Iz Cauchy-
Riemannovih uvjeta lako slijedi da za holomorfnu funkciju f = u + iv vrijedi da su
u i v harmonijske funkcije (pa onda je po definiciji i f harmonijska). Obratno, svaka
realna harmonijska funkcija u jest realan dio neke holomorfne funkcije f = u + iv.
Uzimajuc´i u obzir da holomorfne funkcije imaju derivaciju svakog reda, odavde slijedi
da svaka realna harmonijska funkcija ima parcijalne derivacije svakog reda.
Laurentov red, izolirani singulariteti i reziduumi
Holomorfne funkcije mozˇemo razviti u red potencija na krugu oblika K(z0, r), no
mozˇemo to ucˇiniti i na tzv. vijencu, tj skupu oblika
K(z0, r1, r2) = {z ∈ C; r1 < |z − z0| < r2} .
Pri tom je od koristi imati pojam obostrano beskonacˇnog reda
∞∑
n=−∞
an =
∞∑
n=1
a−n +
∞∑
n=0
an,
pri cˇemu uzimamo da taj red konvergira ako i samo ako konvergiraju redovi
∑∞
n=1 a−n
i
∑∞
n=0 an, te sumu reda u tom slucˇaju definiramo kao sumu ta dva jednostrano
beskonacˇna reda.
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Teorem 1.2.6. Neka je f holomorfna funkcija na vijencu K(z0, r1, r2). Tada je
f(z) =
∞∑
n=−∞
cn(z − z0)n,
pri cˇemu je cn =
1
2pii
∫
γ
f(z)
(z−z0)n+1 dz za bilo koji pozitivno orijentiran po dijelovima
neprekidno derivabilan zatvoren put γ ⊂ K(z0, r1, r2).
U iskazu se pojavljuje pojam integrala kompleksne funkcije po putu, koji se de-
finira analogno onom u R2. Ako je γ : [0, 1] → C neprekidno derivabilan put i f
neprekidna funkcija, definiramo∫
γ
f(z) dz =
∫ 1
0
f(γ(t))γ′(t) dt.
Za put kazˇemo da je po dijelovima neprekidno derivabilan ako postoji konacˇan pod-
skup {t1, . . . , tk} od [0, 1] takav da je γ neprekidno derivabilan na [0, 1]\{t1, . . . , tk}.
U tom slucˇaju definiramo integral funkcije γ po putu kao suma integrala po poveza-
nim komponentama od [0, 1] \ {t1, . . . , tk}.
Definicija 1.2.7. Tocˇka z0 ∈ C je izoliran singularitet funkcije f ako je f holomorfna
na K(z0, 0, r) = K(z0, r) \ {z0} za neki r > 0.
Ako je z0 izoliran singularitet funkcije f , onda po teoremu 1.2.6 imamo da je
f =
∞∑
n=−∞
cn(z − z0)n
na nekom vijencu K(z0, 0, r). Ako je cn = 0 za sve n 6 −1, tada taj singularitet
zovemo uklonjivim. U tom slucˇaju f mozˇemo na jedinstven nacˇin dodefinirati ili
redefinirati do holomorfne funkcije na cijelom K(z0, r) (jednostavno stavimo f(z0) =
c0), stoga i naziv. Ako je cn = 0 za sve n 6 −m − 1 te je c−m 6= 0, tada z0 zovemo
polom m-tog reda. U tom slucˇaju postoji holomorfna funkcija g takva da je g(z0) 6= 0
i f(z) = g(z)
(z−z0)m . Konkretno, g(z) =
∑∞
n=−m cn(z − z0)n+m.
Ako izoliran singularitet nije ni uklonjiv ni pol nekog (konacˇnog) reda, tada
kazˇemo da je singularitet bitan (esencijalan).
Imamo sljedec´u karakterizaciju izoliranih singulariteta.
Propozicija 1.2.8. Neka je f holomorfna funkcija na K(z0, r) \ {z0}. Tada vrijedi:
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(i) f ima uklonjiv singularitet u z0 ako i samo ako je |f | ogranicˇena na nekoj okolini
od z0 (bez tocˇke z0);
(ii) f ima pol u z0 ako i samo ako |f(zn)| → ∞ za svaki niz zn → z;
(iii) Ako ne vrijedi ni (i) ni (ii), onda f ima bitan singularitet u z0.
Vazˇno svojstvo integriranja po putevima u kompleksnoj ravnini jest cˇinjenica da
se integriranje funkcije svodi na zbrajanje nekih vrijednosti pridruzˇenih polovima,
tzv. reziduuma.
Definicija 1.2.9. Za holomorfnu funkciju f(z) =
∑∞
n=−∞ cn(z − z0)n na K(z0, r) \
{z0} definiramo reziduum od f u tocˇki z0 s
resz0(f) = c−1.
Primijetimo da je reziduum funkcije f jednak 0 u svim tocˇkama gdje je f holo-
morfna.
Teorem 1.2.10. Neka je U ⊂ C podrucˇje, z0 ∈ U , i f : U \ {z1, . . . , zn} → C ho-
lomorfna funkcija. Tada za svaki po dijelovima neprekidno derivabilan zatvoren put
γ : [0, 1]→ U \ {z1, . . . , zn} vrijedi∫
γ
f(z) dz = 2pii
n∑
i=1
ki reszi(f),
pri cˇemu su ki tzv. indeksi od γ s obzirom na zi, definirani s
ki =
1
2pii
∫
γ
1
z − zi dz.
Indeksi definirani u iskazu teorema intuitivno odgovaraju broju puta koliko γ
”
obilazi” tocˇku z u pozitivnom smjeru. U skladu s ovom interpretacijom, mozˇe se
pokazati da je indeks uvijek cijeli broj.
Neka svojstva holomorfnih funkcija
Sljedec´i teorem je analogon rezultata o analiticˇkim realnim funkcijama i pokazuje
”
manjak slobode” koje holomorfne funkcije imaju sa svojim vrijednostima.
Teorem 1.2.11. Neka je U podrucˇje u C te neka su f i g dvije holomorfne funkcije
na U . Ako u skupu {z ∈ U ; f(z) = g(z)} postoji niz koji konvergira prema nekoj tocˇki
u U , tada su f i g jednake kao funkcije.
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Definicija 1.2.12. Neka je f : U → C holomorfna funkcija i z0 ∈ U . Ako je f(z0) =
0 i m ∈ N najmanji red derivacije za koje je f (m)(z0) 6= 0, tada kazˇemo da je z0
nultocˇka od f reda m. Ako takav m ne postoji, onda kazˇemo da je z0 nultocˇka
beskonacˇnog reda. Ako je f(z0) 6= 0, govorimo o nultocˇki nultog reda.
Propozicija 1.2.13. Nultocˇke konacˇnog reda holomorfne funkcije su izolirane.
Teorem 1.2.14. Neka je f : U → C holomorfna funkcija i z0 ∈ U . Pretpostavimo
da funkcija z 7→ f(z) − f(z0) ima nultocˇku reda m ∈ N u tocˇki z0. Tada za svaki
δ > 0 za koji je f(z) 6= f(z0) na ClK(z0, δ) \ {z0} postoji ε > 0 takav da za svaki
w ∈ K(f(z0), ε) \ {f(z0)} postoji m razlicˇitih tocˇaka zw,1, . . . , zw,n u K(z0, δ) \ {z0}
takvih da je f(zw,i) = w za sve 1 6 i 6 n.
Korolar 1.2.15. Neka je f : U → C nekonstantna holomorfna funkcija na podrucˇju
U . Tada je f otvoreno preslikavanje, tj. otvorene skupove sˇalje u otvorene skupove.
Dokaz. Najprije komentirajmo da je otvoren skup u U isto sˇto i otvoren skup u
C, buduc´i da je U otvoren u C. Sad, neka je V ⊂ U otvoren, i pogledajmo skup
f(V ). Neka je w0 ∈ V i z0 ∈ U takav da je f(z0) = w0. Buduc´i da f nije konstantna
funkcija, slijedi da je nultocˇka z0 funkcije f(z) − z0 konacˇnog reda. Zaista, kad bi
bila beskonacˇnog reda, onda bi razvoj u red potencija funkcije f oko z0 bio identicˇki
jednak 0 na nekom krugu oko z0. Po teoremu 1.2.11 bi slijedilo da je f(z)−f(z0) nul-
funkcija, tj. da je f(z) konstantna funkcija, sˇto nije slucˇaj. Dakle, f(z)− f(z0) ima
u z0 nultocˇku konacˇnog reda m ∈ N. Po propoziciji 1.2.13 znamo da je ta nultocˇka
izolirana, pa mozˇemo nac´i (smanjivanjem δ ako je potrebno) K(z0, δ) ⊂ V , a onda i
K(w0, ε) kao u iskazu teorema 1.2.14. Slijedi da je svaka tocˇka u K(w0, ε) pogodena
barem jednom od tocˇki u K(z0, δ), pa imamo K(w0, ε) ⊂ f(K(z0, δ)) ⊂ f(V ).
Dakle, oko svake tocˇke u f(V ) imamo otvoren skup koji je sadrzˇan u f(V ), pa
zakljucˇujemo da je f(V ) unija otvorenih skupova, a stoga i sam otvoren. 
Korolar 1.2.16. Ako je f bijektivna holomorfna funkcija, tada je i f−1 takoder
holomorfna.
Ideja u dokazu prethodnog rezultata je primijetiti da je u svakoj tocˇki f ′(z) 6= 0,
jer bi inacˇe po teoremu 1.2.14 bila narusˇena injektivnost. Zatim pokazˇemo da u
svakoj tocˇki slike vrijedi
(f−1)′(w) =
1
f ′(f−1(w))
.
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1.3 Hilbertovi prostori
Vektorski prostori
Definicija 1.3.1. Ako je F polje, onda F-modul nazivamo vektorskim prostorom.
Ako je V vektorski prostor (nad poljem F), onda kazˇemo da je skup {vi; i ∈ I}, pri
cˇemu je I proizvoljan indeksni skup, baza vektorskog prostora V ako se svaki v ∈ V
mozˇe na jedinstven nacˇin prikazati u obliku
v = c1vi1 + c2vi2 + · · ·+ cnvin
za neki konacˇan skup {i1, i2, . . . , in} ⊂ I i neke skalare c1, c2, . . . , cn ∈ F. Primije-
timo slicˇnost s bazom u topolosˇkom prostoru u tome da se svaki element prostora
mozˇe prikazati preko elemenata baze. No, kod topolosˇkih prostora ni po cˇemu ne
zahtijevamo jedinstvenost prikaza, sˇto je ovdje bitan zahtjev.
Pokazati da vektorski prostori kao sˇto su R2 ili R3 (nad poljem R) imaju bazu je
lako; kao bazu mozˇemo uzeti skup jedinicˇnih koordinatnih vektora. No, ovo su pri-
mjeri tzv. konacˇno dimenzionalnih vektorskih prostora, gdje je broj elemenata baze
konacˇan. No, vrijedi i da beskonacˇno dimenzionalni vektorski prostori imaju bazu.
To je netrivijalna tvrdnja koja je ekvivalentna s aksiomom izbora unutar standardne
Zermelo-Fraenkelove teorije skupove, i dokazuje se pomoc´u sljedec´eg teorema.
Teorem 1.3.2. (Zornova lema) Ako u parcijalno uredenom skupu svaki totalno
ureden podskup ima gornju medu, tada u tom parcijalno uredenom skupu postoji mak-
simalan element.
Korolar 1.3.3. Svaki vektorski prostor ima bazu.
Ako je podskup W vektorskog prostora V i sam vektorski prostor (nad istim
poljem), onda kazˇemo da je W potprostor od V . Slijedi jednostavan kriterij za utvrditi
ovu relaciju.
Propozicija 1.3.4. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i W neprazan podskup
od V . Tada je W potprostor od V ako i samo je αv1 + v2 ∈ W , za sve v1, v2 ∈ W i
α ∈ F.
Neka su sad W1,W2 dva potprostora od V takva da je W1 ∩ W2 = {0} (s 0
oznacˇavamo nul-vektor, sˇto svaki potprostor mora posjedovati). Tada je
W1 ⊕W2 = {w1 + w2;w1 ∈ W1, w2 ∈ W2}
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takoder potprostor od V , kojeg nazivamo direktnom sumom od W1 i W2. Sˇtoviˇse, u
direktnoj sumi vrijedi da je prikaz w = w1 + w2, s w1 ∈ W1 i w2 ∈ W2 jedinstven.
Unitarni prostori
Nadalje c´e F oznacˇavati polje R ili C.
Definicija 1.3.5. Skalarni produkt na vektorskom prostoru V nad poljem F je funk-
cija
(·, ·) : V × V → F
koja za sve v, w, x ∈ V i α ∈ F zadovoljava:
(i) (v, v) > 0 (posebno, (v, v) ∈ R), te je (v, v) = 0 ako i samo ako je v = 0;
(ii) (αv + w, x) = α(v, x) + (w, x);
(iii) (v, w) = (w, v).
Vektorski prostor sa skalarnim produktom zovemo unitaran prostor.
Definicija 1.3.6. Norma na vektorskom prostoru V nad poljem F je funkcija
‖·‖ : V → [0, ∞〉
koja za sve v, w ∈ V i α ∈ F zadovoljava:
(i) ‖v‖ > 0, te je ‖v‖ = 0 ako i samo ako je v = 0;
(ii) ‖αv‖ = |α| ‖v‖;
(iii) ‖v + w‖ 6 ‖v‖+ ‖w‖.
Vektorski prostor s normom zovemo normiran prostor.
Skalarni produkt (·, ·) na vektorskom prostoru na prirodan nacˇin inducira normu.
Definiramo ‖v‖ = (v, v) 12 . Pri dokazu da je to zaista norma je kljucˇna sljedec´a lema.
Lema 1.3.7. (Cauchy-Schwarzova nejednakost) Za sve v, w u unitarnom prostoru V
vrijedi
|(v, w)|2 6 (v, v)(w,w).
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Skalarni produkt inducira normu, a norma inducira metriku s d(v, w) = ‖v − w‖.
Dakle, unitarni prostori su posebno metricˇki prostori, pa na njima imamo topolo-
giju. Stoga mozˇemo govoriti, izmedu ostalog, o zatvorenim potprostorima unitarnog
prostora. Gledajuc´i R kao topolosˇki prostor, lako se pokazˇe da je norma kao funkcija
izmedu dva topolosˇka prostora neprekidna, te je i skalarni produkt neprekidan u obje
varijable.
Pomoc´u skalarnog produkta mozˇemo definirati pojam ortogonalnosti. Kazˇemo da
su dva vektora v, w ortogonalna ako je (v, w) = 0. Za dva potprostora W1,W2 od
V kazˇemo da su ortogonalna ako je (w1, w2) = 0 za sve w1 ∈ W1, w2 ∈ W2. Za
potprostor W oznacˇavamo s W⊥ tzv. ortogonalni komplement od W , tj. skup svih
vektora koji su ortogonalni sa svakim vektorom u W . Koristec´i neprekidnost norme
i propoziciju 1.1.25 dobije se da je W⊥ zatvoren potprostor od V .
Propozicija 1.3.8. Neka su W1 potprostor unitarnog prostora V te W2 i W3 pot-
prostori od V koji su ortogonalni s W1. Tada vrijedi:
(i) ClW1 je potprostor od V ;
(ii) (ClW1)
⊥ = W⊥1 ;
(iii) W⊥⊥1 = ClW1;
(iv) (W1 ⊕W2)⊥ = W⊥1 ∩W⊥2 ;
(v) Ako su W1 i W2 zatvoreni, tada je i W1 ⊕W2 zatvoren potprostor;
(vi) Ako je W1 ⊕W2 = W1 ⊕W3, onda je W2 = W3.
Ilustrirajmo npr. kako se dokazˇe tvrdnja (ii). Inkluzija (ClW1)
⊥ ⊂ W⊥1 je trivi-
jalna; obratno, ako je v ∈ W⊥1 i x ∈ ClW1, tada po propoziciji 1.1.25 postoji niz (xn)n
u W1 koji konvergira prema x. Koristec´i neprekidnost skalarnog produkta slijedi da
(xn, v) konvergira prema (x, v). No, (xn, v) = 0 za svaki n, pa je i (x, v) = 0.
Definicija 1.3.9. Potpun unitaran prostor nazivamo Hilbertovim prostorom.
Fundamentalan rezultat o Hilbertovim prostorima koji c´e nam biti vazˇan jest
sadrzˇaj sljedec´eg teorema.
Teorem 1.3.10. Neka je F zatvoren potprostor Hilbertovog prostora H. Tada vrijedi
H = F ⊕ F⊥.
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Prostor kvadratno integrabilnih funkcija
Promatramo izmjerive funkcije iz R ili C ≡ R2 u R ili C. Oznacˇimo izbor domene
s X, a kodomene s F. S λ oznacˇimo Lebesgueovu mjeru na pripadnom prostoru,
te promatramo Lebesgueov integral u odnosu na mjeru λ. Kazˇemo da je izmjeriva
funkcija f : X → F integrabilna ako je ∫
X
|f | dλ konacˇna vrijednost. U nastavku
podrazumijevamo da su sve funkcije izmjerive.
Oznacˇimo
L2(X,F) =
{
f : X → F;
∫
X
|f |2 dλ <∞
}
.
Pokazˇe se da je L2(X,F) vektorski prostor. Htjeli bismo na ovom prostoru de-
finirati skalarni produkt s (f, g) =
∫
X
fg¯ dλ, pa bi inducirana norma bila dana s
‖f‖ = (∫
X
|f |2 dλ) 12 , odakle bismo mogli rec´i da je L2(X,F) skup svih funkcija s
konacˇnom normom. No, problem se javlja npr. s funkcijama koje su jednake 0 osim
na skupu mjere 0. Na integral ne utjecˇu vrijednosti na skupu mjere 0, pa bismo
imali ne-nul funkcije s normom jednakom 0, sˇto nije u skladu s definicijom norme.
Da bismo izbjegli taj problem, uvedemo jednu relaciju ekvivalencije ∼ na L2(X,F).
Po definiciji stavimo da je f ∼ g ako se f i g razlikuju samo na skupu mjere 0.
Definiramo onda
L2(X,F) = L2(X,F)/∼ .
Cˇesto s f oznacˇavamo cijelu pripadnu klasu ekvivalencije; gore definirane funkcije (·, ·)
i ‖·‖ sad zaista jesu skalarni produkt i norma. Sˇtoviˇse, L2(X,F) s ovim skalarnim
produktom je Hilbertov prostor.
Komentirajmo josˇ da za f, g ∈ L2(X,F) vrijedi |(f, g)| <∞. Zaista, po Cauchy-
Schwarzovoj nejednakosti imamo |(f, g)| 6 ‖f‖ ‖g‖ <∞.
Poglavlje 2
Riemannove plohe
2.1 Osnovni pojmovi
Uvodimo pojam Riemannove plohe, za sˇto nam je najprije potreban pojam komplek-
sne strukture.
Definicija 2.1.1. Karta na topolosˇkom prostoru (X, τ) jest homeomorfizam φ : U →
V , pri cˇemu je U otvoren skup u X i V otvoren skup u C. Kazˇemo da su karte
φ1 : U1 → V1 i φ2 : U2 → V2 na X kompatibilne ako je funkcija
φ2 ◦ φ−11 : φ1(U1 ∩ U2)→ φ2(U1 ∩ U2)
holomorfna u slucˇaju da je U1 ∩ U2 6= ∅. Za familiju A = {φα}α karti φα : Uα → Vα
na X kazˇemo da je atlas na X ako su te karte u parovima kompatibilne te ako je
{Uα}α pokrivacˇ za X.
Napomena 2.1.2. Neka su φ1 : U1 → V1 i φ2 : U2 → V2 karte na X.
(i) Karte φ1 i φ2 su trivijalno kompatibilne ako je U1 ∩ U2 = ∅.
(ii) Buduc´i da su φ1 i φ2 homeomorfizmi, funkcija
φ2 ◦ φ−11 : φ1(U1 ∩ U2)→ φ2(U1 ∩ U2)
je homeomorfizam. Ovu funkciju nazivamo tranzicijskom funkcijom izmedu
karti φ1 i φ2.
(iii) Definicija kompatibilnosti je simetricˇna. Zaista, buduc´i da je
φ2 ◦ φ−11 : φ1(U1 ∩ U2)→ φ2(U1 ∩ U2)
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holomorfna funkcija i homeomorfizam, slijedi da je i inverzna funkcija
φ1 ◦ φ−12 : φ2(U1 ∩ U2)→ φ1(U1 ∩ U2)
holomorfna (i homeomorfizam).
(iv) Atlase c´emo oznacˇavati i s {φα, Uα}α, pri cˇemu su Uα domene karti φα : Uα →
φα(Uα).
Na skupu svih atlasa na nekom prostoru X uvodimo relaciju ekvivalencije tako
da c´e nam proizvoljan atlas na jedinstven nacˇin odrediti kompleksnu strukturu na X.
Definicija 2.1.3. Kazˇemo da je atlas A ekvivalentan atlasu B ako je svaka karta u
A kompatibilna sa svakom kartom u B.
Lema 2.1.4. Relacija
”
biti ekvivalentan” jest relacija ekvivalencija na skupu svih
atlasa na prostoru X.
Dokaz. Atlas A jest ekvivalentan samom sebi jer je po definiciji atlasa svaka karta
u A kompatibilna sa svakom drugom kartom u A. Takoder, iz simetricˇnosti definicije
kompatibilnosti slijedi simetricˇnost promatrane relacije.
Preostaje dokazati tranzitivnost. Neka su {φα, Uα}α , {ψβ, Vβ}β , {ηγ,Wγ}γ atlasi
takvi da je prvi ekvivalentan drugom te drugi ekvivalentan trec´em. Uzmimo pro-
izvoljne karte φ : U → φ(U) i η : W → η(W ) iz prvog odnosno trec´eg atlasa s
U ∩W 6= ∅, i provjerimo da je η ◦ φ−1 : φ(U ∩W )→ η(U ∩W ) holomorfna funkcija.
Buduc´i da je {Vβ}β pokrivacˇ za X, vrijedi U ∩W ⊂
⋃
β Vβ. Za svaki β takav da
je U ∩ Vβ ∩W 6= ∅ po pretpostavci vrijedi da su ψβ ◦ φ−1 : φ(U ∩ Vβ) → ψβ(U ∩ Vβ)
i η ◦ ψ−1β : ψβ(Vβ ∩W )→ η(Vβ ∩W ) holomorfne funkcije, pa su i
ψβ ◦ φ−1 : φ(U ∩ Vβ ∩W )→ ψβ(U ∩ Vβ ∩W )
i
η ◦ ψ−1β : ψβ(U ∩ Vβ ∩W )→ η(U ∩ Vβ ∩W )
holomorfne. Slijedi da je
η ◦ ψ−1β ◦ ψβ ◦ φ−1 = η ◦ φ−1 : φ(U ∩ Vβ ∩W )→ η(U ∩ Vβ ∩W )
holomorfna funkcija za svaki β. Dakle, imamo da je η ◦ φ−1 holomorfna na svakom
cˇlanu otvorenog pokrivacˇa skupa U ∩W , pa zakljucˇujemo da je η ◦ φ−1 : φ(U ∩W )→
η(U ∩W ) holomorfna funkcija. 
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Skup svih atlasa na X mozˇemo promatrati kao parcijalno ureden skup s obzirom
na skupovnu inkluziju. Standardnom primjenom Zornove leme slijedi da za svaki
atlas A postoji neki maksimalan atlasM takav da je A ⊂M. No, ovaj maksimalan
atlas je i jedinstven za odabrani A.
Zaista, neka su M1 i M2 dva razlicˇita maksimalna atlasa koja sadrzˇe A. Pri-
mijetimo sada da iz definicije ekvivalencije atlasa direktno slijedi da su dva atlasa
ekvivalentna ako i samo ako je njihova unija takoder atlas. Buduc´i da je A ⊂ M1 i
A ⊂M2, slijedi da su atlasi A i M1 te atlasi A i M2 ekvivalentni. Iz tranzitivnosti
ove relacije sad slijedi da suM1 iM2 ekvivalentni. No, onda jeM1 ∪M2 atlas koji
strogo sadrzˇi M1 i M2, sˇto je u kontradikciji s maksimalnosˇc´u ovih atlasa.
Definicija 2.1.5. Maksimalan atlas na X zovemo kompleksnom strukturom.
Vidjeli smo da je kompleksna struktura jedinstveno odredena odabirom atlasa
na X, te da ekvivalentni atlasi odreduju istu kompleksnu strukturu. Kompleksne
strukture odredene medusobno neekvivalentnim atlasima su takoder medusobno ne-
ekvivalentne.
Sada dolazimo do definicije Riemannove plohe.
Definicija 2.1.6. Riemannova ploha jest povezan Hausdorffov topolosˇki prostor s
prebrojivom bazom na kojem je zadana kompleksna struktura. Ako je taj topolosˇki
prostor kompaktan, govorimo o kompaktnoj Riemannovoj plohi.
Primjer 2.1.7. (i) Skup kompleksnih brojeva C sa standardnom topologijom jest
povezan i Hausdorffov topolosˇki prostor s prebrojivom bazom. Jednu kompleksnu
strukturu na ovom prostoru mozˇemo zadati jednocˇlanim atlasom
{id : C→ C} .
Neki atlasi ekvivalentni ovom atlasu su npr.
{z 7→ z : K(w, 1)→ K(w, 1)}w∈C ,
{z 7→ z − w : K(w, 1)→ K(0, 1)}w∈C ,
{z 7→ 2(z − w) : K(w, 1)→ K(0, 2)}w∈C .
Dakle, svi prethodno navedeni atlasi odreduju istu kompleksnu strukturu na C.
Pogledajmo i jednocˇlan atlas
{z 7→ z : C→ C} .
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Buduc´i da je tranzicijska funkcija izmedu z 7→ z : C→ C i id : C→ C funkcija
z 7→ z : C→ C,
koja nije holomorfna, slijedi da ovaj atlas nije ekvivalentan gornjima, dakle
zadaje drugacˇiju (tj. neekvivalentnu) kompleksnu strukturu na C.
(ii) Neka je X Riemannova ploha i {φα}α atlas koji odreduje njegovu kompleksnu
strukturu. Za otvoren i povezan podskup U ⊂ X je skup {φα|U}α atlas na njemu,
pa i U mozˇemo smatrati Riemannovom plohom.
(iii) Promatramo kompaktifikaciju jednom tocˇkom topolosˇkog prostora C (sa stan-
dardnom topologijom), koju oznacˇavamo s C ∪ {∞}. Uvedemo li konvenciju
1
∞ = 0 i
1
0
=∞, imamo atlas{
z 7→ z : C→ C, z 7→ 1
z
: (C ∪ {∞}) \ {0} → C
}
.
Da bismo provjerili da su ove dvije karte zaista kompatibilne, dovoljno je uocˇiti
da je tranzicijska funkcija
1
z
: C \ {0} → C \ {0}
holomorfna.
Topolosˇki prostor C∪{∞} je povezan, Hausdorffov i ima prebrojivu bazu, buduc´i
da je homeomorfan povezanom potprostoru od R3 (naime, jedinicˇnoj sferi S2).
Kompleksna struktura odredena promatranim atlasom ovaj prostor cˇini Rieman-
novom plohom, koju nazivamo Riemannovom sferom. Uocˇimo da se radi o
kompaktnoj Riemannovoj plohi.
(iv) Pogledajmo C2\{0} (pri cˇemu C2 topolosˇki gledamo kao R4, i 0 oznacˇava (0, 0))
i relaciju ekvivalencije na njemu definiranu s (z, w) ∼ (λz, λw), za z, w ∈ C i
λ ∈ C \ {0}. Kvocijentni topolosˇki prostor C2 \ {0} /∼ nazivamo kompleksnim
projektivnim pravcem i oznacˇavamo s CP1. Tocˇku u CP1, tj. klasu ekvivalencije
od (z, w), oznacˇavamo s (z : w).
Jedan otvoren pokrivacˇ za CP1 cˇine
U1 = {(z : w); z 6= 0} i U2 = {(z : w);w 6= 0} .
Uocˇimo da se tocˇka (z : w) ∈ U1 mozˇe zapisati u obliku (1 : wz ), te da se tocˇka
(z : w) ∈ U2 mozˇe zapisati u obliku ( zw : 1). Dakle,
U1 = {(1 : z); z ∈ C} = CP1 \ {(0 : 1)}
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Slika 2.1: Riemannova sfera
i
U2 = {(z : 1); z ∈ C} = CP1 \ {(1 : 0)} .
Oba ova potprostora kompleksnog projektivnog pravca su homeomorfna s C preko
homeomorfizama φ1((1 : z)) = z i φ2((z : 1)) = z. Tranzicijska funkcija
φ2 ◦ φ−11 : φ1({(z : w); z 6= 0, w 6= 0})→ φ2({(z : w); z 6= 0, w 6= 0}),
tj.
φ2 ◦ φ−11 : C \ {0} → C \ {0}
sˇalje z u 1
z
, dakle radi se o holomorfnoj funkciji. Zakljucˇujemo da φ1 : U1 → C
i φ2 : U2 → C cˇine atlas na CP1.
Provjerimo josˇ uvjete na topologiju od CP1 da bismo zakljucˇili da se radi o
Riemannovoj plohi. Ovaj prostor je povezan kao slika povezanog prostora C2 \
{0} po kvocijentnom preslikavanju. Dalje, buduc´i da U1 i U2 cˇine konacˇan
pokrivacˇ od CP1 prostorima homeomorfnim prostorima s prebrojivom bazom,
slijedi da i CP1 ima prebrojivu bazu.
Konacˇno, provjerimo Hausdorffovost. Ako se tocˇke (z1 : w1) i (z2 : w2) nalaze u
istom Ui, i = 1, 2, tada ih mozˇemo razdvojiti otvorenim okolinama jer je taj Ui
homeomorfan s Hausdorffovim prostorom C. U suprotnom se radi o tocˇkama
(1 : 0) i (0 : 1), koje mozˇemo razdvojiti okolinama φ−11 (K(0, 1)) i φ
−1
2 (K(0, 1)).
Zaista, φ−11 (0) = (1 : 0), φ
−1
2 (0) = (0 : 1), te
(z : w) ∈ φ−11 (K(0, 1)) ∩ φ−12 (K(0, 1))
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povlacˇi z
w
∈ K(0, 1) i w
z
∈ K(0, 1), sˇto je nemoguc´e. Zakljucˇujemo da je CP1
Riemannova ploha.
No, s obzirom da za svaki (z : w) ∈ CP1 vrijedi ∣∣w
z
∣∣ 6 1 ili ∣∣w
z
∣∣ 6 1, slijedi da
φ−11
(
K(0, 1)
)
i φ−12
(
K(0, 1)
)
cˇine konacˇan pokrivacˇ od kompleksnog projek-
tivnog pravca kompaktnim skupovima (buduc´i da se radi o neprekidnim slikama
kompakata). Dakle, CP1 jest sˇtoviˇse kompaktna Riemannova ploha.
(v) Na C uvedimo relaciju ekvivalencije
z ∼ w ako je z − w ∈ Z× Z,
pri cˇemu Z×Z smatramo podskupom kompleksne ravnine. Kvocijentni topolosˇki
prostor C/∼ s kompleksnom strukturom koju dobijemo prenosˇenjem standardne
kompleksne strukture na C kvocijentnim preslikavanjem je primjer tzv. kom-
pleksnog torusa; to je kompaktna Riemannova ploha. Opc´enito, kompleksne
toruse dobivamo kao kvocijentni prostor kompleksne ravnine po relaciji
z ∼ w ako je z − w ∈ L,
gdje je L aditivna podgrupa od C razapeta s dva kompleksna broja ω1, ω2 koja
su linearno nezavisna nad R.
Slika 2.2: Kompleksan torus
Holomorfna preslikavanja 27
2.2 Holomorfna preslikavanja
Riemannova ploha nosi topolosˇku strukturu, pa imamo pojam neprekidne funkcije
izmedu Riemannovih ploha. No, imamo i kompleksnu strukturu, pa bismo htjeli
definirati i pojam holomorfnog preslikavanja.
Definicija 2.2.1. Za neprekidnu funkciju f : X → Y izmedu Riemannovih plohi X
i Y kazˇemo da je holomorfno preslikavanje ako za svake dvije karte {φ, U}, {ψ, V }
na X odnosno Y takve da je U ∩ f−1(V ) 6= ∅ vrijedi da je funkcija
ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ f−1(V ))→ ψ(V )
holomorfna kao kompleksna funkcija kompleksne varijable. Ako je f i bijekcija,
kazˇemo da je f biholomorfno preslikavanje.
Ako je f(X) jednocˇlan skup, kazˇemo da je preslikavanje konstantno.
Holomorfno preslikavanje f : X → C, pri cˇemu C gledamo kao Riemannovu plohu
s kompleksnom strukturom odredenom atlasom {id,C}, zovemo holomorfnom funk-
cijom. Holomorfno preslikavanje f : X → C ∪ {∞}, gdje je C ∪ {∞} Riemannova
sfera, zovemo meromorfnom funkcijom ako f(X) 6= {∞}.
Napomena 2.2.2. Za ustanoviti holomorfnost nekog preslikavanja f : X → Y nije
nuzˇno provjeravati definicijsko svojstvo na svakom paru karti na X i Y . Iz holomor-
fnosti tranzicijskih funkcija slijedi da je dovoljno fiksirati po jedan atlas za X i Y te
provjeriti je li ψ◦f◦φ−1 holomorfna funkcija za svake dvije karte φ, ψ iz odgovarajuc´ih
atlasa.
Holomorfna preslikavanja izmedu Riemannovih ploha imaju slicˇna svojstva
”
uobicˇajenim” holomorfnim funkcijama iz C u C. Na primjer, vrijedi sljedec´i rezultat.
Lema 2.2.3. Ako holomorfno preslikavanje f : X → Y izmedu Riemannovih plohi
X i Y nije konstantno, onda je to otvoreno preslikavanje.
Dokaz. Neka su {φ, U}, {ψ, V } proizvoljne karte na X odnosno Y takve da je
U ∩ f−1(V ) 6= ∅. Tada je, po definiciji, funkcija ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ f−1(V ))→ ψ(V )
holomorfna. Buduc´i da f nije konstantno preslikavanje, slijedi da ni ova funkcija nije
konstantna, pa zato otvorene skupove preslikava u otvorene skupove. Komponiranjem
s otvorenim preslikavanjima ψ−1 slijeva i φ zdesna dobivamo da je
f : U ∩ f−1(V )→ V
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otvoreno preslikavanje. Dakle, f(U ∩ f−1(V )) je otvoren skup. Uzimanjem unije po
svim ovakvim V dobivamo da je
f(U) = f
(⋃
V
U ∩ f−1(V )
)
=
⋃
V
f(U ∩ f−1(V ))
unija otvorenih skupova, dakle otvoren skup. 
Korolar 2.2.4. Ako je f : X → Y biholomorfno preslikavanje, onda je i f−1 : Y → X
biholomorfno preslikavanje.
Dokaz. Po prethodnoj lemi dobivamo da je f homeomorfizam. Dalje, buduc´i da
je
ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ f−1(V ))→ ψ(V ∩ f(U))
bijektivna holomorfna funkcija iz C u C za proizvoljne karte {φ, U} i {ψ, V } takve
da je U ∩ f−1(V ) 6= ∅, slijedi da je i
φ ◦ f ◦ ψ−1 : ψ(V ∩ f(U))→ φ(U ∩ f−1(V ))
holomorfna funkcija. Dakle, po definiciji je bijekcija f−1 i holomorfno preslikavanje.

Teorem 2.2.5. Neka je f : X → Y holomorfno preslikavanje izmedu kompaktne Ri-
emannove plohe X i Riemannove plohe Y koje nije konstantno. Tada je f surjekcija,
te je Y takoder kompaktna Riemannova ploha.
Dokaz. Po prethodnoj lemi je f otvoreno preslikavanje, pa je f(X) otvoren skup
u Y. Dalje, zbog kompaktnosti prostora X je f(X) kompaktan skup u Y . No, Y je
Hausdorffov prostor, pa to povlacˇi da je f(X) i zatvoren u Y . Buduc´i da je f(X) 6= ∅,
povezanost prostora Y povlacˇi f(X) = Y . Dakle, f je surjekcija.
Slika kompakta po neprekidnoj funkciji je kompakt, pa slijedi da je Y = f(X)
kompaktan topolosˇki prostor, tj. Y je kompaktna Riemannova ploha. 
Korolar 2.2.6. Holomorfna funkcija f : X → C s kompaktne Riemannove plohe X
je nuzˇno konstantno preslikavanje.
Dokaz. Kad bi f bila surjekcija, po prethodnom teoremu bi slijedilo da je C kom-
paktan topolosˇki prostor. To nije slucˇaj, pa zakljucˇujemo da f mora biti konstantno
preslikavanje. 
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Kod promatranja holomorfnih preslikavanja, korisno je uocˇiti da za proizvoljan
p ∈ X mozˇemo odabrati kartu φ takvu da je φ(p) = 0. Zaista, sigurno postoji karta
na nekoj okolini od X; oznacˇimo je s φ˜. Tada funkcija φ(w) = φ˜(w)− φ˜(p) sˇalje p u
0 te se radi o karti kompatibilnoj s φ˜, buduc´i da je tranzicijska funkcija izmedu φ i φ˜
translacija u C. Po definiciji kompleksne strukture je zato i φ karta na X.
Propozicija 2.2.7. Neka je f : X → Y nekonstantno holomorfno preslikavanje
izmedu Riemannovih ploha. Tada je za svaki q ∈ Y skup f−1(q) diskretan u X.
Dokaz. Neka je q ∈ Y i ψ : V → ψ(V ), q ∈ V karta na Y takva da je ψ(q) = 0.
Uzmimo p ∈ f−1(q) (ako takav p ne postoji, tvrdnja propozicije trivijalno vrijedi) i
kartu φ : U → φ(U), p ∈ U na X takvu da je φ(p) = 0.
Buduc´i da je p ∈ U ∩ f−1(V ), po definiciji je
ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ f−1(V ))→ ψ(V )
holomorfna funkcija s otvorenog podskupa od C u C, i vrijedi ψ ◦ f ◦ φ−1(0) =
ψ ◦ f(p) = ψ(q) = 0. Funkcija φ i ψ su bijekcije i f je nekonstantna, pa je i
ψ ◦ f ◦ φ−1 nekonstantna. Dakle, radi se o nekonstantnoj holomorfnoj funkciji (u
uobicˇajenom smislu) koja ima nultocˇku u 0. Nultocˇke ovakvih funkcija su izolirane,
pa zakljucˇujemo da postoji okolina W ⊂ φ(U ∩ f−1(V )) oko 0 u kojoj je 0 jedina
nultocˇka od ψ ◦ f ◦ φ−1. Sad je φ−1(W ) okolina od p u kojoj je f(w) 6= 0 za svaki
w 6= p. 
Korolar 2.2.8. Neka je f : X → Y nekonstantno holomorfno preslikavanje izmedu
kompaktnih Riemannovih ploha. Tada je za svaki q ∈ Y skup f−1(q) neprazan i
konacˇan.
Dokaz. Po teoremu 2.2.5 znamo da je f surjekcija, stoga je za svaki q ∈ Y skup
f−1(q) neprazan. Po prethodnoj propoziciji je f−1(q) diskretan podskup kompaktnog
Hausdorffovog prostora X, pa je to konacˇan skup. 
Za nekonstantna holomorfna preslikavanja izmedu kompaktnih Riemannovih plohi
X i Y vrijedi viˇse od samo toga da je praslika svake tocˇke konacˇan skup. Vrijedi
da je taj broj tocˇaka u praslici, brojec´i kratnost (pojam koji c´emo tek definirati),
konstantan na cijelom Y . Da bismo dosˇli do ovog rezultata, prvo moramo utvrditi da
se svako nekonstantno holomorfno preslikavanje lokalno ponasˇa kao z 7→ zk za neki
prirodan broj k.
Propozicija 2.2.9. Neka je f : X → Y nekonstantno holomorfno preslikavanje
izmedu Riemannovih plohi i p ∈ X. Postoji jedinstven prirodan broj k takav da
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za svaku kartu ψ na Y koja zadovoljava ψ(f(p)) = 0 postoji karta φ na X koja
zadovoljava φ(p) = 0 takva da vrijedi
ψ ◦ f ◦ φ−1(z) = zk
(pri tom kazˇemo da f u tocˇki p ima oblik z 7→ zk).
Dokaz. Neka je ψ karta na Y kao u iskazu, i neka je φ˜ proizvoljna karta na X
takva da je φ˜(p) = 0. Funkcija ψ ◦ f ◦ φ˜−1 nije konstantna i 0 sˇalje u 0, pa slijedi da
je na nekoj okolini od 0 njezin Taylorov razvoj dan s
ψ ◦ f ◦ φ˜−1(z) = ckzk + ck+1zk+1 + ck+2zk+2 + . . . ,
pri cˇemu je k > 1 i ck 6= 0. Dakle, ψ ◦ f ◦ φ˜−1(z) = zkg(z), gdje je
g(z) = ck + ck+1z + ck+2z
2 + . . .
holomorfna i g(0) 6= 0. Buduc´i da je g(0) 6= 0, na nekoj okolini od 0 (mozˇemo uzeti da
je ta okolina sadrzˇana u okolini na kojoj promatramo Taylorov razvoj) je definiran
ln g(z). Definirajmo sada h(z) = e
1
k
ln g(z), i primijetimo da vrijedi h(z)k = g(z).
Stoga imamo
ψ ◦ f ◦ φ˜−1(z) = zkg(z) = (zh(z))k .
Oznacˇimo η(z) = zh(z), i definirajmo kartu oko tocˇke p sa φ = η◦ φ˜. Buduc´i da je
η′(0) = h(0) 6= 0 imamo da je η injektivna holomorfna funkcija na nekoj okolini od 0,
pa je η◦φ˜ zaista homeomorfizam. Primijetimo i da je φ(p) = η◦φ˜(p) = η(0) = 0. Ova
karta je i kompatibilna s φ˜, buduc´i da je tranzicijska funkcija izmedu φ i φ˜ upravo η,
koja je holomorfna. Dakle, φ pripada kompleksnoj strukturi na X, tj. radi se o karti
na promatranoj Riemannovoj plohi. Sad imamo
ψ ◦ f ◦ φ−1(z) = ψ ◦ f ◦ φ˜−1 ◦ η−1(z)
= ck
(
η−1(z)
)k
+ ck+1
(
η−1(z)
)k+1
+ ck+2
(
η−1(z)
)k+2
+ . . .
=
(
η−1(z)h(η−1(z))
)k
= zk.
Jedinstvenost broja k slijedi iz cˇinjenice da postoje okoline p ∈ U i f(p) ∈ V takve
da svaka tocˇka y 6= f(p) u V ima tocˇno k elemenata u svojoj praslici u U (a ovo slijedi
iz istog svojstva holomorfnih funkcija iz C u C). Kad bi postojale karte takve da se f
lokalno ponasˇa kao z 7→ zm, za neki m > k, onda bi restringiranjem tih karata na U
i V dosˇli do kontradikcije s prethodno navedenim svojstvom. Iz simetricˇnosti slijedi
da ne mozˇe biti ni m < k. 
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Definicija 2.2.10. Neka je f : X → Y nekonstantno holomorfno preslikavanje i
p ∈ X. Kratnost od f u tocˇki p, u oznaci multp(f), jest prirodan broj k takav da f
u tocˇki p ima oblik z 7→ zk.
Prethodna propozicija jamcˇi da je kratnost preslikavanja u tocˇki dobro definiran
pojam. Pomislilo bi se isprva da je npr. za funkciju f : C → C, f(z) = z2, kratnost
u svakoj tocˇki p ∈ C jednaka 2. No, jedino je u tocˇki 0 kratnost jednaka 2, a u svim
ostalim tocˇkama je kratnost 1.
Prvo primijetimo da uzimanjem trivijalne karte id : C→ C u domeni i kodomeni
odmah dobivamo da f u tocˇki p = 0 ima oblik z 7→ z2. Pogledajmo p 6= 0. Neka
je ψ : C → C karta oko f(p) = p2 definirana s ψ(z) = z − p2 (i primijetimo da je
ψ(p2) = 0), te neka je φ : C → C karta oko p definirana s φ(z) = z − p (i opet
primijetimo da je φ(p) = 0). Sad je
ψ ◦ f ◦ φ−1(z) = ψ ◦ f(z + p) = ψ((z + p)2) = z2 + 2zp = z(z + 2p).
Oznacˇimo li sada g(z) = z + 2p, uocˇimo da se mozˇemo prikljucˇiti dokazu propozicije
2.2.9, buduc´i da je g(0) = 2p 6= 0 i ψ◦f ◦φ−1(z) = (z(z + 2p))1. Slijedi da je kratnost
od f u tocˇki p 6= 0 jednaka 1.
Cˇinjenica da kratnost holomorfnog preslikavanja ne mozˇe biti 2 (ili viˇse) u svakoj
tocˇki je trivijalna posljedica sljedec´eg opc´enitijeg fenomena.
Nadalje u tekstu ispusˇtamo znak komponiranja funkcija; stoga npr. umjesto ψ ◦φ
piˇsemo ψφ.
Korolar 2.2.11. Neka je f : X → Y nekonstantno holomorfno preslikavanje. Skup
tocˇaka p ∈ X takvih da je multp(f) > 2 jest diskretan u X.
Dokaz. Neka je p ∈ X tocˇka takva da je multp(f) > 2 i pokazˇimo da je ona
izolirana u X. Neka su φ : U1 → φ(U1), φ(p) = 0, i ψ : U2 → ψ(U2), ψ(f(p)) = 0,
karte kao u iskazu propozicije 2.2.9. Pretpostavimo da postoji tocˇka q ∈ U1∩f−1(U2)
takva da je multq(f) > 2. Uzmimo kartu ψ˜ : U2 → ψ˜(U2) oko f(q) definiranu s
ψ˜(z) = ψ(z)− ψ(f(q)). Tada postoji karta φ˜ : U˜1 → φ˜(U˜1) oko p, φ˜(p) = 0, takva da
uz ove dvije karte funkcija ima oblik z 7→ zmultq(f) oko q . Primijetimo sada da ψ i
ψ˜ imaju jednake domene, te je U˜1 ∩ U1 6= ∅, pa su tranzicijske funkcije φφ˜−1 i ψ˜ψ−1
definirane.
Buduc´i da je multp(f) > 2 i multq(f) > 2, vrijedi(
ψfφ−1
)′
(0) =
(
ψ˜f φ˜−1
)′
(0) = 0.
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Dalje, tranzicijske funkcije su uvijek injektivne holomorfne funkcije, pa im je u svakoj
tocˇki derivacija razlicˇita od 0. Stoga imamo(
ψ˜f φ˜−1
)′
(0) =
(
ψ˜ψ−1ψfφ−1φφ˜−1
)′
(0)
=
(
ψ˜ψ−1
)′
(ψfφ˜−1(0)) · (ψfφ−1)′ (φφ˜−1(0)) · (φφ˜−1)′ (0)
6= 0,
buduc´i da se radi o umnosˇku tri broja razlicˇita od 0. Ovo je u kontradikciji s(
ψ˜f φ˜−1
)′
(0) = 0, pa zakljucˇujemo da je p jedina tocˇka kratnosti strogo vec´e od
jedan u svojoj okolini U1 ∩ f−1(U2). 
Definicija 2.2.12. Neka je f : X → Y nekonstantno holomorfno preslikavanje.
Tocˇku p ∈ X takvu da je multp(f) > 2 zovemo tocˇkom razgrananja (ramifikacije)
za f . Sliku tocˇke ramifikacije zovemo tocˇkom grananja.
U korolaru 2.2.11 smo vidjeli da tocˇke ramifikacije cˇine diskretan podskup od
X. Odavde slijedi da i tocˇke grananja cˇine diskretan podskup od Y , buduc´i da je
preslikavanje f holomorfno i nekonstantno, pa stoga otvoreno (po lemi 2.2.3). Ako
je X kompaktna Riemannova ploha, onda tocˇki ramifikacije ima konacˇno mnogo, pa
stoga i tocˇki grananja.
O tocˇkama grananja preslikavanja f : X → Y valja razmiˇsljati kao o onim tocˇkama
oko kojih bi inverz od f morao biti viˇseznacˇno preslikavanje. Sjetimo se primjera
funkcije f : C → C, f(z) = z2. Vidjeli smo da je 0 jedina tocˇka ramifikacije, pa
slijedi da je 0 i jedina tocˇka grananja. Ni za koju okolinu ove tocˇke grananja 0 ne
mozˇemo izabrati okolinu tocˇke ramifikacije 0 tako da izmedu njih imamo jednoznacˇno
definiran pojam
”
drugog korijena”. Oko drugih tocˇaka nemamo taj problem. Za
q 6= 0, oznacˇimo s p1, p2 tocˇke cˇiji je kvadrat jednak q. Tada mozˇemo izabrati okolinu
od q i disjunktne okoline od p1 i p2 takve da imamo dobro definiran drugi korijen u
svakoj od njih; jedino treba izabrati hoc´e li se q poslati u p1 ili u p2.
Primjer 2.2.13. Uz gornji neformalni opis tocˇki ramifikacije se laksˇe procjenjuje
postoje li takve tocˇke za neko dano preslikavanje. Npr. pogledajmo meromorfnu funk-
ciju Riemannove sfere f : C ∪ {∞} → C ∪ {∞} danu s f(z) = 1
z
. Na prvi pogled
nije jasno sˇto bi ovdje bila kratnost tocˇke p ∈ C ∪ {∞} (buduc´i da kratnost mora
biti prirodan broj). No, vidimo da se oko svake tocˇke u kodomeni funkcija f mozˇe
invertirati, pa ocˇekujemo da je multp(f) = 1 za svaki p ∈ C ∪ {∞}.
Preciznije, neka je p ∈ C ∪ {∞}. Uzmimo prvo da je p 6= ∞. Tada je 1
p
∈
(C ∪ {∞}) \ {0}, pa uzmimo kartu φ : (C ∪ {∞}) \ {0} → C, φ(z) = 1
z
− 1
p
. Vrijedi
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φ(p) = 0 i φ−1(z) = 1
z+ 1
p
. Oko f(p) = 1
p
6= ∞ uzmimo kartu ψ : C → C definiranu s
ψ(z) = z − 1
p
. Sad oko 0 ∈ C (promatrana okolina je cˇak cijeli C) imamo
ψfφ−1(z) = ψf
(
1
z + 1
p
)
= ψ
(
z +
1
p
)
= z.
Dakle multp(f) = 1.
Preostaje slucˇaj p = 0. Sada oko p uzmemo kartu id : C → C i kartu
ψ : (C ∪ {∞}) \ {0} → C, ψ(z) = 1
z
, oko f(p) =∞. Na okolini nule vrijedi
id−1 fψ(z) = f
(
1
z
)
= z,
pa je i u p = 0 kratnost od f jednaka 1.
Dokazˇimo sada najavljeni rezultat o broju elemenata u praslici holomorfnog pres-
likavanja izmedu kompaktnih Riemannovih ploha.
Teorem 2.2.14. Neka je f : X → Y nekonstantno holomorfno preslikavanje izmedu
kompaktnih Riemannovih ploha, i definirajmo stupanj od f u tocˇki q ∈ Y s
degq(f) =
∑
p∈f−1(q)
multp(f).
Tada je degq(f) konstanta na Y , tj. ne ovisi o q.
Dokaz. Neka je q ∈ Y , i neka je f−1(q) = {p1, . . . , pn}. Oznacˇimo ki = multpi(f),
1 6 i 6 n. Izaberimo kartu ψ : V → ψ(V ) oko q takvu da je ψ(q) = 0 te da je ψ(V )
disk oko 0 ∈ C (ovakav ψ mozˇemo dobiti restringiranjem bilo koje karte oko q na
prasliku diska po toj karti). Sad oko tocˇki p1, . . . , pn izaberimo karte
φi : Ui → φi(Ui)
takve da je φi(pi) = 0 i da je f lokalno oblika z 7→ zki . Ove karte mozˇemo restrin-
girati tako da domene budu disjunktne i zatim skalirati tako da slike budu jedinicˇni
disk K(0, 1) oko nule (tranzicijska funkcija izmedu skalirane i neskalirane karte jest
mnozˇenje s nekom konstantom, sˇto je holomorfna funkcija, pa su ove dvije karte
kompatibilne). Za svaki 1 6 i 6 n zatim mozˇemo skalirati ψ do karte ψi tako da je
ψi(V ) = K(0, 1) jedinicˇni disk oko nule.
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Ovime smo postigli da za svaki pi imamo lokalno preslikavanje oblika z 7→ zki
s jedinicˇnog diska u jedinicˇni disk, koje je surjektivno. Po definiciji je degq(f) =∑n
i=1 ki. Za tocˇke y u okolini od q pridruzˇene ne-nul vrijednosti u K(0, 1) vrijedi da
ima tocˇno ki tocˇaka u praslici pri svakom ovom lokalnom preslikavanju z 7→ zki ; kao
kod primjera z 7→ z2 zakljucˇimo da svaka ta tocˇka u praslici ima kratnost 1. Kad bi
spomenute tocˇke iscrpile skup f−1(y), imali bismo degy(f) = k1 · 1 + · · · + kn · 1 =
degq(f).
Dokazˇimo da to zaista jest tako (tj. da praslike po ovim lokalnim preslikavanjima
cˇine cijelu prasliku od y po f) za tocˇke dovoljno blizu tocˇki q. Pretpostavimo su-
protno, tj. da postoji niz (yn)n koji konvergira prema q takav da za svaki n postoji
xn ∈ f−1(yn) koji se ne nalazi ni u jednoj od prethodno definiranih okolina tocˇaka pi
homeomorfnih s jedinicˇnim diskom (tu smo iskoristili cˇinjenicu da Y ima prebrojivu
bazu, pa svaka tocˇka ima prebrojivu bazu okolina). Sad, buduc´i da u prostoru s
prebrojivom bazom kompaktnost povlacˇi nizovnu kompaktnost, X jest nizovno kom-
paktan prostor. Stoga niz (xn)n sadrzˇi konvergentan podniz xnm koji konvergira k
nekom x. Buduc´i da je f neprekidno, f(xnm) konvergira k f(x). No, f(xnm) = ynm
konvergira k y. Y je Hausdorffov prostor, pa je limes jedinstven, stoga je f(x) = y.
Dakle, x ∈ {p1, . . . , pn}, i dobivamo kontradikciju s cˇinjenicom da postoje okoline
tocˇaka p1, . . . , pn disjunktne s nizom (xn)n.
Zakljucˇujemo da je na nekoj okolini tocˇke q vrijednost funkcije y 7→ degy(f)
konstantna. Ovim razmatranjem dobivamo da je skup Σn =
{
y ∈ Y ; degy(f) = n
}
otvoren u Y , za svaki prirodan broj n. Iz povezanosti prostora Y slijedi da samo jedan
od ovih skupova mozˇe biti neprazan. Dakle, Y = Σdegq(f), tj. degy(f) = degq(f) za
svaki y ∈ Y . 
Korolar 2.2.15. Neka je f : X → C ∪ {∞} nekonstantna meromorfna funkcija.
Tocˇku x ∈ X takvu da je f(x) = ∞ zovemo polom od f . Brojec´i kratnosti, f ima
jednak broj polova i nultocˇaka.
Dokaz. Po prethodnom teoremu, deg∞(f) = deg0(f). 
Komentirajmo sada singularitete holomorfnih funkcija na Riemannovoj plohi X.
Punktiranom okolinom tocˇke p ∈ X c´emo zvati skup U \ {p}, gdje je U otvoren skup
u X koji sadrzˇi p.
Definicija 2.2.16. Neka je f funkcija koja je holomorfna na punktiranoj okolini tocˇke
p ∈ X. Kazˇemo da f u tocˇki p ima uklonjiv singularitet ( pol, bitan singularitet) ako
postoji karta φ : U → φ(U) oko p takva da fφ−1 ima uklonjiv singularitet (pol, bitan
singularitet) u tocˇki φ(p) (u smislu definicije u kompleksnoj ravnini).
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Tip singulariteta ne ovisi o karti, tj. mozˇemo zakljucˇiti je li se radi o uklonjivom
singularitetu, polu ili bitnom singularitetu uzimajuc´i bilo koju kartu oko p.
Vrijedi sljedec´a karakterizacija singulariteta analogna propoziciji 1.2.8.
Propozicija 2.2.17. Neka je f holomorfna funkcija na punktiranoj okolini tocˇke
p ∈ X. Tada vrijedi:
(i) f ima uklonjiv singularitet u p ako i samo ako je |f | ogranicˇena na nekoj pun-
ktiranoj okolini od p;
(ii) f ima pol u p ako i samo ako |f(pn)| → ∞ za svaki niz (pn)n koji konvergira
prema p;
(iii) Ako ne vrijedi ni (i) ni (ii), onda f ima bitan singularitet u z0.
Pomoc´u prethodne propozicije mozˇemo zakljucˇiti da su meromorfne funkcije na
Riemannovoj plohi X upravo holomorfne funkcije i funkcije koje su holomorfne na
X \ {p1, . . . , pn} za neke tocˇke p1, . . . , pn u kojima funkcija ima polove.
Kao u slucˇaju kompleksne ravnine, funkciju koja je holomorfna na punktiranoj
okolini neke tocˇke mozˇemo razviti u Laurentov red. Ako je f holomorfna na punkti-
ranoj okolini od p ∈ X, birajuc´i kartu φ oko p dobivamo Laurentov razvoj od fφ−1
na punktiranoj okolini tocˇke z0 = φ(p),
fφ−1(z) =
∞∑
n=−∞
cn(z − z0)n.
Laurentov red ovisi o izboru karte φ, no ipak mozˇemo donijeti zakljucˇak o tipu
singulariteta neovisno o izabranoj karti. Naime, f ima uklonjiv singularitet u p ako
je cn = 0 za sve n 6 −1, pol u p ako je cn = 0 za sve n 6 −m − 1 te je c−m 6= 0
(za neki prirodan broj m), i bitan singularitet ako je cn 6= 0 za beskonacˇno mnogo
n 6 −1. U slucˇaju pola, broj
ordp(f) = min {n; cn 6= 0}
zovemo red od f u p.
Navedimo neka svojstva reda koja se sada lako provjere.
Lema 2.2.18. Neka je f meromorfna funkcija na Riemannovoj plohi X. Tada vri-
jedi:
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(i) Ako je p nultocˇka od f , tada je ordp(f) = multp(f);
(ii) Ako je p pol od f , tada je ordp(f) = −multp(f);
(iii) Ako p nije ni nultocˇka ni pol od f , tada je ordp(f − f(p)) = multp(f).
Pomoc´u prva dva svojstva iz gornje leme dokazujemo da je suma redova na kom-
paktnoj Riemannovoj plohi jednaka 0.
Propozicija 2.2.19. Neka je f nekonstantna meromorfna funkcija na kompaktnoj
Riemannovoj plohi X. Tada je ∑
p∈X
ordp(f) = 0.
Dokaz. Prvo komentirajmo da su nultocˇke i polovi od f jedine tocˇke na X u
kojima je red od f razlicˇit od nule. Buduc´i da takvih tocˇaka ima konacˇno mnogo,
gornja suma je u stvari konacˇna. Oznacˇimo s p1, . . . , pk nultocˇke, a s q1, . . . , ql polove.
Koristec´i korolar 2.2.15 i prethodnu lemu, imamo
∑
p∈X
ordp(f) =
k∑
i=1
ordpi(f) +
l∑
j=1
ordqj(f)
=
k∑
i=1
multpi(f)−
l∑
j=1
multqj(f)
= deg0(f)− deg∞(f)
= 0.

Poglavlje 3
Postojanje meromorfnih funkcija
3.1 Diferencijalne forme i integriranje
Pristupamo problemu konstruiranja nekonstantnih meromorfnih funkcija na Rieman-
novoj plohi. Meromorfnu funkciju c´emo dobiti kao omjer dviju meromorfnih diferen-
cijalnih formi; takve diferencijalne forme nalazimo u obliku holomorfnih formi sa
singularitetima, a holomorfne forme dobivamo preko harmonijskih formi. Razvijmo
zato alat diferencijalnih formi na Riemannovoj plohi. Pri tom c´e vazˇnu ulogu igrati
cˇinjenica da Riemannovu plohu mozˇemo promatrati kao orijentiranu C∞ mnogostru-
kost.
Definicija 3.1.1. Neka je X povezan Hausdorffov topolosˇki prostor s prebrojivom
bazom i n ∈ N. Homeomorfizam φ : U → V , pri cˇemu su U ⊂ X i V ⊂ Rn otvoreni,
zovemo n-dimenzionalnom realnom kartom. Kazˇemo da su dvije karte φ1 : U1 → V1
i φ2 : U2 → V2 C∞-kompatibilne ako je funkcija
φ2φ
−1
1 : φ1(U1 ∩ U2)→ φ2(U2 ∩ U2)
takva da su ona i njezin inverz C∞ funkcije iz Rn u Rn. Skup kompatibilnih karata
cˇije domene pokrivaju X zovemo C∞ atlasom na X; maksimalan atlas (u smislu
inkluzije) zovemo C∞ strukturom. Prostor X zajedno s C∞ strukturom nazivamo
n-dimenzionalnom C∞ mnogostrukosti.
Buduc´i da je C izomorfan s R2 kao realan vektorski prostori, te je opc´enito holo-
morfna funkcija f(x+iy) klase C∞ u varijablama x i y, slijedi da su Riemannove plohe
ujedno i dvodimenzionalne C∞ mnogostrukosti. Zaista, tranzicijske funkcije izmedu
atlasa na Riemannovoj plohi su holomorfni homeomorfizmi, pa su i njihovi inverzi ho-
lomorfne funkcije. Slijedi da su sve tranzicijske funkcije (pa i njihovi inverzi) klase C∞
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kao funkcije iz R2 u R2, pri cˇemu kompleksnu funkciju z = x + iy 7→ f(z) shvac´amo
kao funkciju (x, y) 7→ (u(x, y), v(x, y)), gdje su u(x, y) i v(x, y) realne funkcije takve
da je f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y).
Trebat c´e nam i pojam C1, C2, te C∞ funkcije na Riemannovoj plohi X. U tu
svrhu promatrajmo Riemannovu plohu kao dvodimenzionalnu C∞ mnogostrukost.
Definicija 3.1.2. Kazˇemo da je funkcija f : X → R klase Cm u tocˇki p ∈ X, m ∈
N ∪ {∞}, ako postoji karta φ : U → V oko tocˇke p takva da je funkcija fφ−1 klase
Cm u tocˇki φ(p) ∈ V . Kompleksna funkcija f : X → C je klase Cm u tocˇki p ako su
Re f i Im f klase Cm u p. U oba slucˇaja kazˇemo da je funkcija klase Cm ako je klase
Cm u svakoj tocˇki na X.
Iz glatkosti tranzicijskih funkcija izmedu karti slijedi da prethodna definicija ne
ovisi o odabiru karte oko tocˇke p; funkcija f je klase Cm u p ako i samo ako je fφ−1
klase Cm u φ(p) za svaku kartu φ oko p.
Treba nam i dobro definiran pojam integrala na Riemannovoj plohi. Objekte koje
c´emo integrirati su tzv. diferencijalne forme (ili, kratko, forme).
Istaknimo sada da c´emo ubuduc´e karte na Riemannovoj plohi oznacˇavati sa z =
x + iy umjesto φ ili ψ, te c´emo na domeni te karte rec´i da su to lokalne koordinate
(i pri tom c´e se podrazumijevati i domena i karta). Funkciju f definiranu na toj
domeni c´emo izrazˇavati preko lokalnih koordinata, i pisat c´emo f(z), pri cˇemu f(z(p))
poistovjec´ujemo s f(p) za tocˇku p u promatranoj domeni.
Definicija 3.1.3. 0-forma na Riemannovoj plohi X jest neprekidna (realna ili kom-
pleksna) funkcija na X. 1-forma na X jest pridruzˇivanje uredenog para (f, g) nepre-
kidnih funkcija svakoj lokalnoj koordinati z = x+ iy tako da vrijedi sljedec´e: Ako je z˜
druga lokalna koordinata na X s netrivijalnim presjekom domene sa z i pridruzˇenim
parom funkcija (f˜ , g˜), tada je na presjeku domenaf˜(z˜)
g˜(z˜)
 =
∂x∂x˜ ∂y∂x˜
∂x
∂y˜
∂y
∂y˜
f(z(z˜))
g(z(z˜))
 , (3.1)
pri cˇemu f(z(z˜)), g(z(z˜)) shvac´amo kao f(z−1(z˜(p))), g(z−1(z˜(p))). U lokalnim ko-
ordinatama 1-formu zapisujemo u obliku f dx+ g dy. 2-forma na X jest priduzˇivanje
neprekidne funkcije f svakoj lokalnoj koordinati z = x + iy tako da za svaku drugu
lokalnu koordinatu z˜ s netrivijalnim presjekom domena sa z i pridruzˇenom funkcijom
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f˜ vrijedi
f˜(z˜) = f(z(z˜)) · det
∂x∂x˜ ∂y∂x˜
∂x
∂y˜
∂y
∂y˜
 . (3.2)
U lokalnim koordinata 2-formu zapisujemo u obliku f dx ∧ dy.
Uocˇimo da je matrica koja se pojavljuje u (3.1) i (3.2) upravo Jacobian tranzicijske
funkcije zz˜−1 gledane kao funkcija dviju realnih varijabli s vrijednostima u R2.
Mogu se definirati i forme viˇseg reda, no za nasˇe potrebe su dovoljne 0-, 1- i
2-forme; 1-forme najcˇesˇc´e oznacˇavamo s ω, a 2-forme s Ω.
Komentirajmo odnos izraza dx, dy i dx ∧ dy.
Prvo, istaknimo da u lokalnoj koordinati z = x+ iy svaka 1-forma ima jedinstven
prikaz kao linearna kombinacija (gdje su koeficijenti neprekidne funkcije) dx i dy, a
2-forma ima jedinstven prikaz kao neprekidna funkcija uz dx ∧ dy. Vanjski produkt
∧ jest funkcija definirana na parovima 1-formi s
(f1 dx+ g1 dy) ∧ (f2 dx+ g2 dy) = (f1g2 − f2g1) dx ∧ dy.
Definicija je vodena zahtjevom da vrijedi dx∧dx = dy∧dy = 0 i dy∧dx = − dx∧dy.
Vanjski produkt se mozˇe opc´enito definirati za k-formu i l-formu (i pri tom je produkt
(k + l)-forma), no, opet, to nama nec´e biti potrebno.
Kao sˇto je za ocˇekivati, integriranje 1-forme c´e intuitivno odgovarati krivuljnom
integralu, a integriranje 2-forme plosˇnom integralu. Zato dx ∧ dx = dy ∧ dy = 0
odgovara tome da ne mozˇemo imati plosˇni integral po samo jednoj varijabli, a
dy ∧ dx = − dx ∧ dy odgovara promjeni predznaka kod promjene
”
orijentacije”. Ne-
formalno, za dvodimenzionalnu realnu plohu kazˇemo da je orijentabilna ako u svakoj
tocˇki mozˇemo izabrati
”
normalu” tako da ta normala varira neprekidno po plohi (i
takav odabir onda zovemo orijentacijom plohe). Lokalno je svaka ploha homeomorfna
otvorenom podskupu od R2, za koji mozˇemo na prirodan nacˇin izabrati orijentaciju.
Pitanje (globalne) orijentabilnosti jest onda pitanje kompatibilnosti orijentacija na
presjecima lokalnih karti. Formalno, imamo sljedec´u definiciju.
Definicija 3.1.4. Kazˇemo da je dvodimenzionalna C∞ mnogostrukost orijentirana
ako za svake dvije karte z i z˜ vrijedi
det∇(z˜z−1)(p) > 0
u svakoj tocˇki zajednicˇke domene (gdje je ∇(z˜z−1) Jacobian tranzicijske funkcije).
Ovakav atlas zovemo orijentacijom pripadne mnogostrukosti. Kazˇemo da je mnogos-
trukost orijentabilna ako postoji orijentacija za nju.
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Sad primijetimo olaksˇavajuc´u okolnost da su Riemannove plohe vec´ same po sebi
orijentirane.
Propozicija 3.1.5. Riemmanova ploha, gledana kao dvodimenzionalna C∞ mnogos-
trukost, jest orijentirana.
Dokaz. Pogledajmo proizvoljnu tranzicijsku funkciju ζ = z˜z−1 izmedu dviju karti
na plohi. Oznacˇimo li ζ = u + iv, zbog holomorfnosti od ζ iz Cauchy-Riemannovih
uvjeta imamo ux = vy i uy = −vx. Gledano kao funkcija iz R2 u R2 je ζ = (u, v), pa
je
∇ζ =
(
ux uy
vx vy
)
=
(
ux uy
−uy ux
)
,
pa je det∇ζ = u2x + u2y > 0 u svakoj tocˇki. 
Iz prethodnog odmah slijedi da na neorijentabilnim plohama, npr. Mo¨biusovoj
vrpci, ne mozˇemo definirati kompleksnu strukturu.
Slika 3.1: Mo¨biusova vrpca
Definirajmo sada integral 1-forme i 2-forme na Riemannovoj plohi.
Neka je γ : [0, 1] → X krivulja, tj. neprekidna po dijelovima C∞ funkcija; po
definiciji uzimamo da to znacˇi da postoje 0 = a0 < a1 < . . . < an−1 < an = 1 takvi
da je slika od
γi = γ
∣∣
[ai−1, ai]
: [ai−1, ai]→ X
sadrzˇana u jednoj lokalnoj koordinati zi na X, te je ziγi : [ai−1, ai] → C neprekidna
funkcija koja je beskonacˇno puta derivabilna na 〈ai−1, ai〉.
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Pretpostavimo sada da je slika od γ sadrzˇana u domeni jedne lokalne koordinate
z = x+ iy (tj. da je γ jednak jedan od prethodno definiranih γi). Definiramo integral
1-forme ω = f dx+ g dy po krivulji γ s∫
γ
ω =
∫ 1
0
(
f(z(γ(t)))
dx
dt
+ g(z(γ(t)))
dy
dt
)
dt.
Neka je sada T homeomorfna slika trokuta1 u R2 sadrzˇana u domeni jedne lokalne
koordinate z = x+ iy te neka je 2-forma Ω na toj karti dana s f dx∧ dy. Definiramo
integral 2-forme Ω na T s ∫
D
Ω =
∫
z(T )
f(x, y) dx dy,
gdje z(T ) shvac´amo kao podskup od R2, pa uzimamo z = (x, y) i integriramo po dvije
realne varijable.
Uvjeti (3.1) i (3.2) iz definicije diferencijalnih formi nam osiguravaju da se gornji
integral (zasad definiran samo unutar domene jedne lokalne koordinate) dobro ponasˇa
pri promjeni lokalnih koordinata. Na primjer, pogledajmo integral 1-forme uz oznake
iz (3.1). Vrijedi, uz oznake z˜ = z˜(γ(t)) i z = z(γ(t)),∫ 1
0
(
f˜(z˜)
dx˜
dt
+ g˜(z˜)
dy˜
dt
)
dt
=
∫ 1
0
(
f˜(z˜)
dx˜(x, y)
dt
+ g˜(z˜)
dy˜(x, y)
dt
)
dt
=
∫ 1
0
(
f˜(z˜)
(
∂x˜
∂x
dx
dt
+
∂x˜
∂y
dy
dt
)
+ g˜(z˜)
(
∂y˜
∂x
dx
dt
+
∂y˜
∂y
dy
dt
))
dt
=
∫ 1
0
((
f˜(z˜)
∂x˜
∂x
+ g˜(z˜)
∂y˜
∂x
)dx
dt
+
(
f˜(z˜)
∂x˜
∂y
+ g˜(z˜)
∂y˜
∂y
)dy
dt
)
dt
=
∫ 1
0
(
f(z)
dx
dt
+ g(z)
dy
dt
)
dt,
gdje smo u zadnjoj jednakosti iskoristili upravo jednakost (3.1).
Za opc´enitu krivulju γ, uz prijasˇnje oznake, definiramo∫
γ
ω =
n∑
i=1
∫
γi
ω.
1Notacijski je ponekad laksˇe uzeti kvadrat [0, 1]
2
umjesto trokuta, a i svejedno je za ovu defini-
ciju, buduc´i da su trokut i kvadrat u R2 homeomorfni.
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Ova definicija je dobra, tj. ne ovisi o podjeli krivulje γ na dijelove γi.
Za 2-forme definiciju integrala prosˇirujemo na tzv. triangulabilne skupove. To
su skupovi koji se mogu dobiti kao unija homemorfnih slika trokuta u R2 za koje
vrijedi da se svaka dva ili ne sijeku ili imaju jednu zajednicˇku stranicu, te se slike
tog eventualnog presjeka podudaraju. Taj skup homeomorfizama, a i njegovu sliku,
nazivamo triangulacijom skupa. Mozˇe se pokazati da su Riemannove plohe (opc´enito,
dvodimenzionalne C∞ mnogostrukosti) triangulabilne.
Neka je D triangulabilan zatvoren skup u X. Uzmimo neku triangulaciju od D, te
profinimo tu triangulaciju (tj. uzmimo triangulaciju svakog trokuta T ) takvu da je u
toj profinjenoj triangulaciji, oznacˇimo je s {Ti}i∈I , svaki trokut Ti sadrzˇan u domeni
neke lokalne koordinate zi. Definiramo∫
D
Ω =
∑
i∈I
∫
Ti
Ω.
Ako je skup D konacˇan, onda mozˇemo promatrati samo konacˇne triangulacije, pa je
gornja suma konacˇna. U suprotnom c´emo integrirati samo forme koje su jednake 0
van nekog kompaktnog skupa, pa je i u tom slucˇaju suma konacˇna i gornji izraz ima
smisla.
Integral 2-forme ne ovisi o izboru profinjenja triangulacije. Ideja dokaza ove tvrd-
nje, a i tvrdnje da integral 1-forme ne ovisi o podjeli krivulje γ , jest pokazati da se
vrijednost integrala ne mijenja ako uzmemo finiju triangulaciju od trenutacˇne, od-
nosno finiju podjelu krivulje γ. Onda za svake dvije triangulacije odnosno podjele od
γ nademo zajednicˇko profinjenje, odakle slijedi da se vrijednosti integrala za te dvije
triangulacije odnosno podjele podudaraju.
Komentirajmo sada jednu konstrukciju; zˇeljeli bismo integrirati 1-forme po rubu
triangulabilnih skupova. Neka je T trokut2 sadrzˇan unutar domene jedne lokalne ko-
ordinate, i to takav da je ∂T krivulja. Na toj domeni lokalne koordinate imamo neku
orijentaciju, pa mozˇemo orijentirati i ∂T
”
u smjeru suprotnom kazaljke na satu”.
Sad, ako je D triangulabilan zatvoren skup, nadimo dovoljno finu triangulaciju takvu
da je svaki trokut sadrzˇan u domeni neke lokalne koordinate. U slucˇaju dvodimenzi-
onalnih C∞ mnogostrukosti mozˇemo uzeti da su triangulacije takve da je rub svakog
trokuta krivulja. Rub svakog trokuta sad ima svoju orijentaciju; zbog orijentabil-
nosti Riemannovih ploha c´e u nasˇem slucˇaju te orijentacije biti uskladene. To znacˇi
da c´e pri obilasku jednog od dva trokuta koji dijele jedan rub integral biti suprotnog
predznaka nego pri obilasku susjednog trokuta. Zato c´e se te vrijednosti na tom rubu
skratiti, i prezˇivjet c´e samo integral po orijentiranom rubu od D.
2Trokutom c´emo zvati i homeomorfne slike trokuta u R2.
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Formalno, vrijedi sljedec´i teorem. To je poseban slucˇaj opc´enitijeg Stokesovog
teorema.
Teorem 3.1.6. (Stokes) Neka je ω C1 1-forma i D triangulabilan zatvoren skup na
Riemannovoj plohi X. Tada vrijedi∫
∂D
ω =
∫
D
dω.
Sad c´emo definirati nekoliko operatora nad diferencijalnim formama. Pri tom c´e
nam nekad dobro doc´i umjesto baze {dx, dy} za 1-forme promatrati bazu {dz, dz¯},
gdje
dz = dx+ i dy,
dz¯ = dx− i dy.
Lema 3.1.7. Skup {dz, dz¯} cˇini bazu za prostor 1-formi u lokalnoj koordinati, a za
2-forme bazu cˇini {dz ∧ dz¯}.
Dokaz. Rjesˇavanjem jednostavnog sustava vidimo da je forma ω = f dx + g dy
jednaka f−ig
2
dz + f+ig
2
dz¯. Druga tvrdnja slijedi iz
dz ∧ dz¯ = (dx+ i dy) ∧ (dx− i dy)
= dx ∧ dx− i dx ∧ dy + i dy ∧ dx+ dy ∧ dy
= −2i dx ∧ dy.

U nastavku c´emo govoriti o formama s nekom razinom glatkosti – kazˇemo da je
forma klase Ck ako su joj takvi koeficijenti (u svakoj lokalnoj koordinati).
Definicija 3.1.8. Za C1 0-formu f definiramo
df = fx dx+ fy dy;
za C1 1-formu ω = f dx+ g dy definiramo
dω = (gx − fy) dx ∧ dy;
za 2-formu Ω stavljamo
dΩ = 0.
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Definicija operatora d za 1-forme je vodena zahtjevom da vrijedi sljedec´i (a priori
formalan) racˇun:
dω = d(f dx+ g dy) = d(f dx) + d(g dy) = df ∧ dx+ dg ∧ dy
= (fx dx+ fy dy) ∧ dx+ (gx dx+ gy dy) ∧ dy = fy dy ∧ dx+ gx dx ∧ dy
= (gx − fy) dx ∧ dy.
Zabiljezˇimo da vrijedi d(f dx) = df ∧ dx, d(g dy) = dg ∧ dy te da je d aditivan
na 1-formama.
Iskoristimo sada kompleksnu notaciju; iz z = x+ iy, z¯ = x− iy slijedi x = 1
2
(z+ z¯)
i y = 1
2i
(z − z¯), pa formalno imamo sljedec´e:
fz =
∂f
∂z
=
∂f
∂x
∂x
∂z
+
∂f
∂y
∂y
∂z
= 1
2
(fx − ify),
fz¯ =
∂f
∂z¯
=
∂f
∂x
∂x
∂z¯
+
∂f
∂y
∂y
∂z¯
= 1
2
(fx + ify).
Stavimo zato po definiciji, za C1 0-formu f ,
fz =
1
2
(fx − ify),
fz¯ =
1
2
(fx + ify).
Definicija 3.1.9. Za C1 0-formu f definiramo
∂f = fz dz
∂¯f = fz¯ dz¯;
za C1 1-formu ω = u dz + v dz¯ definiramo
∂ω = vz dz ∧ dz¯
∂¯ω = −uz¯ dz ∧ dz¯;
za C1 2-formu Ω stavljamo
∂Ω = ∂¯Ω = 0.
Prethodna definicija za 1-forme je motivirana sljedec´im racˇunom (slicˇno kao kod
operatora d):
∂ω = ∂(u dz + v dz¯) = ∂u ∧ dz + ∂v ∧ dz¯
= uz dz ∧ dz + vz dz ∧ dz¯ = vz dz ∧ dz¯,
∂¯ω = ∂¯u ∧ dz + ∂¯v ∧ dz¯ = uz¯ dz¯ ∧ dz + vz¯ dz¯ ∧ dz¯
= −uz¯ dz ∧ dz¯;
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direktnim racˇunom se provjeri da vrijedi dz∧dz = dz¯∧dz¯ = 0 i dz¯∧dz = − dz∧dz¯.
Operatore d, ∂ i ∂¯ nazivamo diferencijalnim operatorima.
Definicija 3.1.10. Za 1-formu ω = u dz + v dz¯ definiramo konjugat od ω,
ω¯ = v¯ dz + u¯ dz¯.
Za 2-formu Ω = u dz ∧ dz¯ definiramo konjugat s
Ω = −u¯ dz ∧ dz¯.
Definicija 3.1.11. Za C1 1-formu ω = f dx+ g dy definiramo 1-formu
∗ω = −g dx+ f dy.
Operator ∗ zovemo Hodge-zvijezdom, a formu ∗ω zvjezdastim konjugatom od ω.
Trebalo bi provjeriti da su sve prethodno definirane forme dobro definirane, tj.
da zadovoljavaju uvjete (3.1) odnosno (3.2). Provjerimo to, na primjer, za zvjezdast
konjugat 1-forme ω. Neka je na presjeku domena lokalnih koordinata ω dana s f dx+
g dy i f˜ dx˜+ g˜ dy˜. Tada je ∗ω jednak −g dx+f dy i −g˜ dx˜+ f˜ dy˜. Trebamo provjeriti
da vrijedi −g˜(z˜)
f˜(z˜)
 =
∂x∂x˜ ∂y∂x˜
∂x
∂y˜
∂y
∂y˜
−g(z(z˜))
f(z(z˜))
 ,
pa zato pomnozˇimo jednakost u (3.1) slijeva s rotacijskom matricom
(
0 −1
1 0
)
. Ta
matrica komutira s matricama oblika
(
A −B
B A
)
, a upravo je tog oblika (zbog Cauchy-
Riemannovih uvjeta) Jacobian tranzicijske funkcije koji se javlja u (3.1). Stoga imamo0 −1
1 0
f˜(z˜)
g˜(z˜)
 =
∂x∂x˜ ∂y∂x˜
∂x
∂y˜
∂y
∂y˜
0 −1
1 0
f(z(z˜))
g(z(z˜))
 ,
sˇto postaje trazˇena jednakost.
Skupimo sada nekoliko jednostavnih racˇunskih rezultata o definiranim formama
koje c´e nam sluzˇiti u daljnjem racˇunu.
Propozicija 3.1.12. Neka su ω = u dz+v dz¯, ω1 = u1 dz+v1 dz¯ i ω2 = u2 dz+v2 dz¯
C1 1-forme i f C1 0-forma. Tada vrijedi:
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(i) Ako je f klase C2, tada je d2f = ddf = 0. Ukratko, d2 = 0;
(ii) d = ∂ + ∂¯;
(iii) ∂2 = ∂¯2 = ∂∂¯ + ∂¯∂ = 0;
(iv) fz¯ = 0 ako i samo ako je f holomorfna funkcija. Ekvivalentno, ∂¯f = 0 ako i
samo ako je f holomorfna;
(v) ∗ω = −iu dz + iv dz¯;
(vi) ∗∗ω = −ω;
(vii) fz = f¯z¯, fz¯ = f¯z;
(viii) df = df¯ ;
(ix) ∗ω = ∗ω¯;
(x) ∗(−ω) = −∗ω;
(xi) ω1 ∧ ω2 = −ω2 ∧ ω1;
(xii) (−ω1) ∧ ω2 = ω1 ∧ (−ω2) = −ω1 ∧ ω2;
(xiii) ∗ω1 ∧ ∗ω2 = ω1 ∧ ω2;
(xiv) ω1 ∧ ω2 = ω1 ∧ ω2.
Dokaz.
(i) ddf = d(fx dx+ fy dy) = (fyx − fxy) dx ∧ dy = 0, pri cˇemu smo iskoristili
Schwarzovo pravilo.
(ii)
∂f + ∂¯f = 1
2
(fx − ify) dz + 12(fx + ify) dz¯
= 1
2
(fx − ify)(dx+ i dy) + 12(fx + ify)(dx− i dy)
= fx dx+ fy dy = df
(iii) Ako je f klase C2, imamo ∂∂f = ∂(fz dz) = 0, i slicˇno ∂¯∂¯f = 0. Dalje,
∂∂¯f + ∂¯∂f = ∂(fz¯ dz¯) + ∂¯(fz dz) = fz¯z dz ∧ dz¯ − fzz¯ dz ∧ dz¯ = 0,
sˇto opet slijedi iz Schwarzovog pravila.
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(iv) Napiˇsimo f = u+ iv. Sad, fz¯ =
1
2
(fx+ ify) =
1
2
(ux+ ivx+ iuy−vy), pa je fz¯ = 0
ako i samo ako je ux = vy i vx = −uy, a to su upravo Cauchy-Riemannovi uvjeti
za holomorfnost C1 funkcije f(z).
(v) Iz ω = u dz + v dz¯ lako dobijemo ω = (u + v) dx + i(u − v) dy. Sad je ∗ω =
i(v−u) dx+(u+v) dy, a to je po dokazu leme 2.1.6 jednako ∗ω = −iu dz+iv dz¯.
(vi) ∗∗(u dz + v dz¯) =∗ (−iu dz + iv dz¯) = −u dz − v dz¯.
(vii) Napiˇsimo f = u+ iv. Naprije primijetimo da je fx = f¯x i fy = f¯y. Sad,
fz =
1
2
(fx − ify) = 12(fx + ify) = 12(f¯x + if¯y) = f¯z¯.
Analogno se dobije druga tvrdnja.
(viii) Po (ii), (vii) i (viii) vrijedi
df = ∂f + ∂¯f = fz dz + fz¯ dz¯ = fz¯ dz + fz dz¯
= f¯z dz + f¯z¯ dz¯ = ∂f¯ + ∂¯f¯
= df¯ .
(ix) Po (v) imamo
∗ω = −iu dz + iv dz¯ = −iv¯ dz + iu¯ dz¯
= ∗(v¯ dz + u¯ dz¯)
= ∗ω¯.
(x) ∗(−ω) = ∗(−u dz − v dz¯) = iu dz − iv dz¯ = −∗ω.
(xi) Slijedi odmah iz dz ∧ dz¯ = − dz¯ ∧ dz.
(xii) Slicˇno kao (xii).
(xiii) Koristec´i (v) imamo
∗ω1 ∧ ∗ω2 = (−iu1 dz + iv1 dz¯) ∧ (−iu2 dz + iv2 dz¯) = (u1v2 − u2v1) dz ∧ dz¯
= ω1 ∧ ω2.
(xiv) Vrijedi
ω1 ∧ ω2 = (u1 dz + v1 dz¯) ∧ (u2 dz + v2 dz¯) = (u1v2 − u2v1) dz ∧ dz¯,
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pa je
ω1 ∧ ω2 = −(u1v2 − u2v1) dz ∧ dz¯.
S druge strane je
ω1 ∧ ω2 = (v¯1 dz + u¯1 dz¯) ∧ (v¯2 dz + u¯2 dz¯)
= (v¯1u¯2 − v¯2u¯1) dz ∧ dz¯.

Definicija 3.1.13. Za C2 0-formu f definiramo 2-formu ∆f , tzv. Laplacian od f , s
∆f = (fxx + fyy) dx ∧ dy,
u svakoj lokalnoj koordinati z = x+ iy.
Opet, provjeri se da je ova definicija dobra, tj. da zadovoljava (3.2).
Lema 3.1.14. ∆f = −2i∂¯∂f = d∗df .
Dokaz. Imamo ∂¯∂f = ∂¯(fz dz) = −fzz¯ dz ∧ dz¯. Sad,
fzz¯ =
(
1
2
(fx − ify)
)
z¯
= 1
2
((fx)z¯ − i(fy)z¯)
= 1
2
(
1
2
(fxx + ifxy)− i2(fyx + ifyy)
)
= 1
4
(fxx + fyy).
Dakle,
∂¯∂f = −1
4
(fxx + fyy) dz ∧ dz¯
= i
2
(fxx + fyy) dx ∧ dy
= i
2
∆f.
Dalje,
d∗df = d∗(fx dx+ fy dy) = d(−fy dx+ fx dy)
= (fxx + fyy) dx ∧ dy
= ∆f.

Imenujmo sada nekoliko posebnih vrsta formi, te ispitajmo odnose medu njima.
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Definicija 3.1.15. Za C2 0-formu f kazˇemo da je harmonijska ako je ∆f = 0 (sˇto
je ekvivalentno tome da je fxx + fyy = 0 u svakoj lokalnoj koordinati z = x+ iy).
Definicija 3.1.16. Neka je ω C1 1-forma na Riemannovoj plohi X. Kazˇemo da je
ona
· harmonijska ako je u svakoj lokalnoj koordinati dana s ω = df za neku 0-formu
f koja je harmonijska u toj lokalnoj koordinati;
· zatvorena ako je dω = 0;
· kozatvorena ako je ∗ω zatvorena;
· egzaktna ako je ω = df za neku C2 0-formu f na X;
· koegzaktna ako je ∗ω egzaktna;
· holomorfna ako je u svakoj lokalnoj koordinati dana s ω = df za neku 0-formu f
koja je holomorfna u toj koordinati (0-forma f je holomorfna ako je to holomor-
fna funkcija lokalne koordinate, tj. ako je f(z) : C→ C holomorfna funkcija).
Uocˇimo da su harmonicˇnost i holomorfnost forme lokalni zahtjevi, dok je egzakt-
nost (pa i koegzaktnost) globalan zahtjev.
Takoder primijetimo da je zbog d2 = 0 svaka egzaktna forma ujedno i zatvorena.
Obrat opc´enito ne vrijedi, no vrijedi analogon rezultata iz kompleksne ravnine:
Teorem 3.1.17. (Poincare´ova lema) Neka je ω C1 1-forma na Riemannovoj plohi
X takva da je dω = 0 u okolini neke tocˇke p ∈ X. Tada postoji okolina tocˇke p na
kojoj je ω = df za neku C2 0-formu f .
Dakle, (ko)zatvorene forme su lokalno (ko)egzaktne. Primijetimo josˇ da iz ∗ω = df
za kozatvorene forme slijedi ∗∗ω = ∗ df , tj. ω = −∗ df . Stoga je ω = ∗ d(−f).
Propozicija 3.1.18. C1 1-forma ω je harmonijska ako i samo je zatvorena i koza-
tvorena.
Dokaz. Ako je ω harmonijska forma, onda je lokalno ω = df gdje je f harmonijska.
Tada je dω = ddf = 0, dakle ω je zatvorena. Dalje, pokazˇimo da je ω kozatvorena,
tj. da je ∗ω zatvorena. Po lemi 3.1.14 imamo
d∗ω = d∗df = ∆f = 0,
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buduc´i da je f harmonijska.
Obratno, po komentaru prije propozicije su zatvorene forme lokalno egzaktne,
pa lokalno imamo ω = df . Buduc´i da je ∗ω zatvorena, imamo d∗df = 0, pa opet
iskoristimo lemu 3.1.14 da bismo zakljucˇili da je ∆f = 0. Dakle, ω je lokalno oblika
df za lokalno harmonijsku funkciju f . 
Propozicija 3.1.19. 1-forma ω = u dz + v dz¯ je holomorfna ako i samo ako je u
holomorfna funkcija lokalne koordinate i v = 0.
Dokaz. Ako je ω holomorfna forma, onda je lokalno dana s ω = df uz holomor-
fnu funkciju f . Iskoristimo d = ∂ + ∂¯, pa imamo ω = ∂f + ∂¯f = fz dz + fz¯ dz¯.
Izjednacˇavanjem
fz dz + fz¯ dz¯ = u dz + v dz¯
slijedi fz = u i fz¯ = v. No, f je holomorfna, pa je fz¯ = 0, dakle v = 0. Buduc´i da je
f holomorfna, onda je i fz, tj. u, holomorfna. 
Korolar 3.1.20. Ako je f harmonijska funkcija na Riemannovoj plohi X, onda je
∂f holomorfna forma.
Dokaz. Po lemi 3.1.14 iz ∆f = 0 slijedi ∂¯∂f = 0. Po definiciji je ∂f = fz dz,
pa imamo ∂¯(fz dz) = 0. Slijedi −fzz¯ dz ∧ dz¯ = 0, tj. fzz¯ = 0. Zakljucˇujemo da
je fz holomorfna funkcija, pa iz ∂f = fz dz i prethodne propozicije slijedi da je ∂f
holomorfna forma. 
Propozicija 3.1.21. Neka je ω = u dz+v dz¯ C1 harmonijska 1-forma. Tada postoje
holomorfne forme ω1, ω2 takve da je
ω = ω1 + ω2.
Dokaz. Prvo pogledajmo
dω = ∂ω + ∂¯ω = (vz − uz¯) dz ∧ dz¯,
d∗ω = (∂ + ∂¯)(−iu dz + iv dz¯) = i(uz¯ + vz) dz ∧ dz¯.
Buduc´i da je ω harmonijska, po propoziciji 3.1.18 slijedi
(vz − uz¯) dz ∧ dz¯ = i(uz¯ + vz) = 0.
Odavde dobivamo uz¯ = vz = 0. Dakle, u je holomorfna 1-forma. Iz v¯z¯ = vz = 0
zakljucˇujemo da je v¯ takoder holomorfna.
Definirajmo forme ω1 = u dz i ω2 = v¯ dz. Iz propozicije 3.1.19 slijedi da su ω1 i
ω2 holomorfne, a i vidimo da je ω = ω1 + ω2. 
Diferencijalne forme i integriranje 51
Teorem 3.1.22. 1-forma ω je holomorfna ako i samo ako postoji harmonijska forma
α takva da je
ω = α + i∗α.
Dokaz. Pretpostavimo da je ω = α + i∗α za harmonijsku formu α. Iz dokaza
prethodne propozicije znamo da je
α = u dz + v dz¯,
pri cˇemu su u i v holomorfne. Slijedi
α + i∗α = u dz + v dz¯ + i(−iu dz + v dz¯) = 2u dz,
sˇto je holomorfna forma zbog holomorfnosti od u.
Obratno, neka je ω holomorfna forma, tj. lokalno oblika ω = df za harmonijsku
0-formu f . Iz Cauchy-Riemannovih uvjeta lako slijedi da je holomorfna funkcija
harmonijska, pa imamo da je ω harmonijska forma.
Sad, napiˇsimo f = u+ iv. Usporedivanjem realnih i imaginarnih dijelova odmah
slijedi da je fxx + fyy = 0 ekvivalentno s uxx + uyy = vxx + vyy = 0. Odavde odmah
slijedi da je f¯ takoder harmonijska. Dakle, i ω¯ = df = df¯ je harmonijska forma.
Harmonijske funkcije cˇine kompleksan vektorski prostor, pa definiramo li
α =
ω − ω¯
2
=
df − df¯
2
= d
(
f − f¯
2
)
,
to je takoder harmonijska forma. Sad pogledajmo
∗α = ∗ 1
2
(∂ + ∂¯)(f − f¯)
= ∗ 1
2
(
fz dz + fz¯ dz¯ − f¯z dz − f¯z¯ dz¯
)
= − i
2
(fz − f¯z) dz + i2(fz¯ − f¯z¯) dz¯.
Buduc´i da je f holomorfna, vrijedi fz¯ = 0. Odatle slijedi i fz¯ = 0, tj. f¯z = 0.
Dakle
ω = df = fz dz + fz¯ dz¯ = fz dz,
ω¯ = df¯ = f¯z dz + f¯z¯ dz¯ = f¯z¯ dz¯.
Sad imamo
∗α = − i
2
fz dz − i2 f¯z¯ dz¯ = − i2(ω + ω¯).
Zbrajanjem slijedi ω = α + i∗α. 
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Korolar 3.1.23. 1-forma ω je holomorfna ako i samo ako je zatvorena i ako vrijedi
∗ω = −iω.
Dokaz. Ako je ω holomorfna, onda znamo po propoziciji 3.1.19 da je oblika ω =
df = fz dz za neku harmonijsku 0-formu f . Vidimo onda da je
∗ω = −ifz dz == −iω
i dω = ddf = 0.
Obratno, opc´enito je ω = u dz+ v dz¯, pa je ∗ω = −iu dz+ iv dz¯. Izjednacˇavanjem
−iω = −iu dz − iv dz¯ = −iu dz + iv dz¯ slijedi v = 0, dakle ω = u dz. Imamo
dω = (∂ + ∂¯)u dz = −uz¯ dz ∧ dz¯,
pa zbog zatvorenosti od ω slijedi uz¯ = 0, tj. u je holomorfna. Dakle, ω je holomorfna
forma. 
3.2 Prostor kvadratno integrabilnih 1-formi
Na Riemannovim plohama mozˇemo na smislen nacˇin rec´i kada je neki skup
”
tanak”.
Kazˇemo da je S ⊂ X skup mjere 0 ako za svaku kartu φ vrijedi da je φ(S) skup
mjere 0 u C. Na integral po 2-formi na Riemannovoj plohi ne utjecˇu promjene na
skupu mjere 0, kao u slucˇaju integriranja u realnoj ravnini.
Fiksirajmo sada otvoren, povezan skup D na Riemannovoj plohi X. Ako u defini-
ciji 3.1.3 diferencijalne 1-forme zahtjev neprekidnost funkcija zamijenimo s olaksˇanim
zahtjevom izmjerivosti funkcija, novodefiniran pojam nazivamo 1-formom izmjerivom
na D. Pri tom promatramo samo one lokalne koordinate cˇije su domene sadrzˇane
u D. Opet, za funkciju f na Riemannovoj plohi kazˇemo da je izmjeriva ako je ona
izmjeriva funkcija lokalne koordinate, tj. ako je fφ−1 izmjeriva funkcija komplek-
sne varijable za neku kartu φ (odakle slijedi i izmjerivost u svakoj drugoj lokalnoj
koordinati).
Dakle, koristec´i {dz, dz¯} umjesto {dx, dy}, izmjerive 1-forme su diferencijalne
forme oblika ω = u dz + v dz¯ za funkcije u, v izmjerive u lokalnoj koordinati (i koje
zadovoljavaju pravilo prijelaza (3.1)). One (po definiciji) cˇine najˇsiru klasu formi
koje se mogu integrirati na D. Na toj klasi bismo htjeli definirati skalarni produkt
na sljedec´i nacˇin:
(ω1, ω2)D =
∫
D
ω1 ∧ ∗ω2. (3.3)
Sjetimo se diskusije na kraju potpoglavlja 1.3. Da bi formulom (3.3) bio dan
skalarni produkt, moramo umjesto 1-formi promatrati klase 1-formi, gdje su u istoj
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klasi forme koje su jednake osim eventualno na skupu mjere 0. Zato nadalje radimo s
klasama diferencijalnih formi. Oznake c´e ostati iste, kao i terminologija. Tvrdnje tipa
”
ω je forma klase C∞” c´e znacˇiti da je ω jednaka nekoj C∞ formi osim eventualno na
skupu mjere 0, tj. u klasi u kojoj se nalazi ω se nalazi i neka forma klase C∞. Ispostavi
se da se u svakoj klasi nalazi najviˇse jedna neprekidna forma, pa se posebno u svakoj
klasi nalazi najviˇse jedna C1, C2 ili C∞ forma. Ako diferencijalnim operatorom
djelujemo na formu u cˇijoj se klasi nalazi C1 forma, onda djelovanje tog operatora
provedemo nad tom pripadnom C1 formom.
Uzimajuc´i prethodno u obzir, provjerimo da se u (3.3) zaista radi o skalarnom
produktu (pri cˇemu sada ω1, ω2 oznacˇavaju klase 1-formi, u skladu s prethodnim
dogovorom). Integral je invarijantan na promjene 2-forme na skupu mjere 0, pa
je dobro definiran pojam integriranja po nekoj klasi diferencijalne 2-forme; naime,
jednostavno uzmemo nekog predstavnika te klase i integriramo. Sad, linearnost od
(3.3) slijedi iz linearnosti integrala, pozitivna definitnost slijedi iz
ω ∧ ∗ω¯ = (u dz + v dz¯) ∧ (−iv¯ dz + iu¯ dz¯) = (iuu¯+ ivv¯) dz ∧ dz¯
= i(|u|2 + |v|2) dz ∧ dz¯ = 2(|u|2 + |v|2) dz ∧ dz¯,
a antisimetricˇnost iz
(ω1, ω2)D =
∫
D
ω1 ∧ ∗ω2 =
∫
D
ω1 ∧ ∗ω2
=
∫
D
ω1 ∧ ∗ω2 =
∫
D
∗ω1 ∧ ∗∗ω2
=
∫
D
∗ω1 ∧ (−ω2) = −
∫
D
∗ω1 ∧ ω2
=
∫
D
ω2 ∧ ∗ω1 = (ω2, ω1)D.
Normu induciranu ovim skalarnim produktom c´emo oznacˇavati s
‖ω‖D =
(∫
D
ω ∧ ∗ω
) 1
2
.
Oznacˇimo s L2(D) kompleksan unitaran prostor 1-formi izmjerivih na D s konacˇnom
normom. Koristec´i ω ∧ ∗ω¯ = 2(|u|2 + |v|2) dz ∧ dz¯ se pokazˇe, slicˇno kao kod L2(C)
(koristec´i Lebesgueove teoreme o monotonoj i dominiranoj konvergenciji), da je taj
prostor potpun. Dakle, L2(D) je Hilbertov prostor. Elemente tog prostora nazivamo
kvadratno integrabilnim formama.
Zapiˇsimo dva pomoc´na rezultata o prethodno definiranom skalarnom produktu.
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Lema 3.2.1. Vrijedi (∗ω1, ∗ω2)D = (ω1, ω2)D.
Dokaz.
(∗ω1, ∗ω2)D =
∫
D
∗ω1 ∧ ∗∗ω2 =
∫
D
∗∗ω1 ∧ ∗∗∗ω2
=
∫
D
(−ω1) ∧ (−∗ω2)
=
∫
D
ω1 ∧ ∗ω2 = (ω1, ω2)D.

Lema 3.2.2. Vrijedi (df, dg¯)D = (dg, df¯)D.
Dokaz.
(df, dg¯)D = (dg¯, df)D =
∫
D
dg¯ ∧ ∗df
=
∫
D
dg¯ ∧ ∗df =
∫
D
dg ∧ ∗df¯
= (dg, df¯)D.
Pri analizi prostora L2(D) c´e nam kljucˇnu ulogu igrati Stokesov teorem. Pogle-
dajmo zato neke bitne posljedice tog rezultata.
Propozicija 3.2.3. (Parcijalno integriranje) Neka je D relativno kompaktan otvoren
podskup Riemannove plohe X kojem je rub krivulja. Neka su f i ω 0-forma odnosno
1-forma koje su C1 na nekoj okolini od ClD. Tada vrijedi∫
∂D
fω =
∫
D
f dω −
∫
D
ω ∧ df.
Dokaz. Napiˇsimo ω = g dx+ h dy. Tada je fω = fg dx+ fh dy, pa je
d(fω) = ((fv)x − (fu)y) dx ∧ dy
= (fxv + fvx − fyu− fuy) dx ∧ dy.
Vrijedi
f dω = f(vx − uy) dx ∧ dy = (fvx − fuy) dx ∧ dy
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i
df ∧ ω = (fx dx+ fy dy) ∧ (u dx+ v dy) = (fxv − fyu) dx ∧ dy,
pa zbrajanjem dobivamo
d(fω) = f dω + df ∧ ω.
Sad primjenjujuc´i Stokesov teorem na 1-formu fω slijedi∫
∂D
fω =
∫
D
d(fω) =
∫
D
f dω −
∫
D
ω ∧ df.

Korolar 3.2.4. Neka su D i ω kao u iskazu prethodne propozicije. Ako je ω josˇ i
zatvorena forma, vrijedi ∫
∂D
ω = 0.
Dokaz. Uzimajuc´i f ≡ 1, iz formule parcijalne integracije dobivamo∫
∂D
ω =
∫
D
dω = 0,
buduc´i da je df = 0 i dω = 0 jer je ω zatvorena forma. 
Propozicija 3.2.5. Uz D kao gore i 0-forme f i g koje su C2 na okolini od ClD
vrijedi
(df, dg)D = −
∫
D
f∆g +
∫
∂D
f ∗dg.
Dokaz. Koristec´i lemu 3.1.14 i parcijalno integriranje (i, naravno, propoziciju
3.1.12) imamo ∫
∂D
f ∗dg =
∫
∂D
f ∗dg¯ =
∫
D
f d∗dg¯ −
∫
D
∗dg¯ ∧ df
=
∫
D
fd∗dg +
∫
D
df ∧ ∗dg
=
∫
D
f∆g + (df, dg)D.

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Korolar 3.2.6. Neka je D relativno kompaktan otvoren podskup Riemannove plohe
X kojem je rub krivulja, te neka su f i g 0-forme koje su C2 na okolini od ClD.
Tada vrijedi ∫
D
(f∆g − g∆f) =
∫
∂D
(f ∗dg − g∗df).
Dokaz. Po prethodnoj propoziciji vrijedi
(df, dg¯)D = −
∫
D
f∆g¯ +
∫
∂D
f ∗dg¯ = −
∫
D
f∆g +
∫
∂D
f ∗dg.
Analogno,
(dg, df¯)D = −
∫
D
g∆f +
∫
∂D
g∗df.
Po lemi 3.2.2 vrijedi (df, dg¯)D = (dg, df¯)D, pa izjednacˇavanjem dobivamo trazˇenu
jednakost. 
Neka je X Riemannova ploha i L2(X) Hilbertov prostor kvadratno integrabilnih
1-formi na X sa prethodno definiranim skalarnim produktom. Cilj nam je napraviti
dekompoziciju ovog prostora koja c´e nam pomoc´i u krajnjem cilju nalazˇenja nekons-
tantnih meromorfnih funkcija.
Kazˇemo da je diferencijalna forma klase C∞c ako je to C
∞ forma s kompaktnim
zatvaracˇem (dakle, identicˇki je jednaka 0 izvan nekog kompaktnog podskupa od X).
Definiramo skup
E = ClL2(X) {df ; f je C∞c 0-forma } 3,
te skup
E∗ =
{
ω ∈ L2(X); ∗ω ∈ E} .
Iz cˇinjenice da je {df ; f je C∞c 0-forma } potprostor od L2(X) slijedi da je E takoder
potprostor od L2(X). Zatim, koristec´i da je opc´enito ∗(fω1 + gω2) = f ∗ω1 + g∗ω2
odmah izlazi da je i E∗ potprostor od L2(X).
E∗, kao i E, je zatvoren u L2(X). Zaista, neka je (ωn) niz u E∗ takav da
‖ωn − ω‖X → 0 za neki ω ∈ L2(X). Iz leme 3.2.1 odmah izlazi da norma ostaje
ocˇuvana djelovanjem Hodge-zvijezde, pa imamo ‖∗ωn − ∗ω‖X → 0. Po definiciji je∗ωn u zatvorenom prostoru E, stoga je ∗ω ∈ E, tj. ω ∈ E∗.
Propozicija 3.2.7. Neka je ω ∈ L2(X) kvadratno integrabilna C1 1-forma na X.
Tada vrijedi:
3ClL2(X) oznacˇava zatvaracˇ u prostoru L
2(X).
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(i) ω ∈ (E∗)⊥ ako i samo ako je zatvorena;
(ii) ω ∈ E⊥ ako i samo ako je kozatvorena.
Dokaz. Najprije primijetimo da iz cˇinjenice da je {df ; f je C∞c 0-forma na X}
gust u E slijedi da je {∗df ; f je C∞c 0-forma na X} gust u E∗. Zaista, za ω ∈ E∗ je po
definiciji ∗ω ∈ E, pa postoji niz C∞c 0-formi (fn) takvih da vrijedi ‖∗ω − dfn‖X → 0.
Djelovanjem Hodge-zvijezdom dobivamo ‖ω − ∗d(−fn)‖X → 0, odakle slijedi tvrdnja.
Dakle, ω ∈ E∗⊥ ako i samo ako je (ω, ∗df)X = 0 za svaku C∞c 0-formu f .
Neka je sad ω zatvorena, i neka je f 0-forma klase C∞c s nosacˇem sadrzˇanim u
relativno kompaktnom podrucˇju D. Imamo
(ω, ∗df)X =
∫
X
ω ∧ ∗∗df =
∫
D
ω ∧ ∗∗df
= −
∫
D
ω ∧ df =
∫
D
df¯ ∧ ω
=
∫
D
d(f¯ω)−
∫
D
f¯ dω =
∫
D
d(f¯ω)
=
∫
∂D
f¯ω = 0,
gdje smo iskoristili df¯ω = df¯ ∧ω+ f¯ dω, formulu parcijalnog integriranja te cˇinjenicu
da je f = 0 na ∂D. Dakle, ω ∈ E∗⊥.
Obratno, ako je ω ∈ E∗⊥, za svaku C∞c 0-formu f imamo
(ω, ∗df)X =
∫
D
d(f¯ω)−
∫
D
f¯ dω =
∫
∂D
f¯ω −
∫
D
f¯ dω
= −
∫
D
f¯ dω = −
∫
M
f¯ dω,
to jest ∫
M
f¯ dω = 0.
Odavde slijedi (po tzv. osnovnoj lemi varijacijskog racˇuna) da je dω = 0, dakle
vrijedi tvrdnja (i).
Neka je sad ω kozatvorena forma. Tada je po definiciji ∗ω zatvorena, pa je po
upravo dokazan ∗ω ∈ E∗⊥, tj. (∗ω, ∗df) = 0 za svaku C∞c 0-formu f . Odavde i
iz leme 3.2.1 slijedi (ω, df) = 0, za svaki takav f , pa zakljucˇujemo da je ω ∈ E⊥.
Primijetimo da ovo rezimiranje prolazi i u drugom smjeru, dakle vrijedi tvrdnja (ii).

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Korolar 3.2.8. Prostori E i E∗ su ortogonalni.
Dokaz. Oznacˇimo S = {df ; f je C∞c 0-forma } i pogledajmo df ∈ S. To je
zatvorena C1 forma, pa je po prethodnoj propoziciji df ∈ E∗⊥. Dakle, S ⊂ E∗⊥,
odakle slijedi E∗ ⊂ S⊥ = E⊥. 
Prostori E i E∗ su, dakle, zatvoreni i ortogonalni, pa je stoga i njihova direktna
suma E⊕E∗ zatvoren potprostor od L2(X). Zato imamo ortogonalnu dekompoziciju
Hilbertovog prostora
L2(X) = E ⊕ E∗ ⊕ (E ⊕ E∗)⊥ = E ⊕ E∗ ⊕ (E⊥ ∩ E∗⊥) .
Oznacˇimo
H = E⊥ ∩ E∗⊥.
Cilj nam je sad pokazati da su to upravo kvadratno integrabilne harmonijske forme
na X.
Sad c´emo svakoj jednostavnoj zatvorenoj krivulji na X pridruzˇiti jednu zatvorenu
formu. Neka je γ takva krivulja. Odaberimo okolinu V od γ takvu da je V \ γ =
V + ∪ V − disjunktna unija dva otvorena vijenca4 (buduc´i da je slika od γ kompaktan
skup, mozˇemo ga pokriti s konacˇno mnogo domena lokalnih koordinata, pa suzimo te
domene po potrebi), i to takva da se orijentacija od ∂V − podudara s orijentacijom
od γ. Odaberimo josˇ jednu okolinu V0 od γ strogo sadrzˇanu u V te oznacˇimo V
+
0 =
V0 ∩ V + i V −0 = V0 ∩ V −; to su takoder vijenci oko γ (slika 3.2). Sad odaberimo
realnu 0-formu f na X takvu da je ona C∞ na X \ γ te
f
∣∣
V −0 ∪γ
= 1, f
∣∣
X\(V −∪γ) = 0.
Definiramo C∞ 1-formu ηγ s
ηγ
∣∣
V \γ = df, ηγ
∣∣
(X\V )∪γ = 0.
Ovu formu nazivamo formom pridruzˇenom krivulji γ. Primijetimo da je to realna
zatvorena C∞ 1-forma. Takoder, za svaku zatvorenu C1 formu ω u L2(X) vrijedi
(ω, ∗ηγ)X =
∫
γ
ω. (3.4)
4Ovdje pod
”
vijencem” podrazumijevamo skup homeomorfan s vijencem u kompleksnoj ravnini.
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γ
V −0
V +0
V −
V +
Slika 3.2: Vijenci oko krivulje γ
Zaista, koristec´i da je ηγ realna forma te Stokesov teorem imamo
(ω, ∗ηγ)X =
∫
X
ω ∧ ∗∗ηγ = −
∫
X
ω ∧ ηγ =
∫
V −
df ∧ ω
=
∫
V −
d(fω)−
∫
V −
f dω =
∫
V −
d(fω)
=
∫
∂V −
fω =
∫
γ
ω,
gdje smo u zadnjoj jednakosti iskoristili da je f = 0 na jednom dijelu ∂V −, a na
drugom dijelu (tj. na γ) je f = 1.
Propozicija 3.2.9. Neka je ω ∈ L2(X) forma klase C1. Tada vrijedi:
(i) ω je egzaktna ako i samo ako je (ω, β)X = 0 za svaku kozatvorenu C
∞
c formu β;
(ii) ω je koegzaktna ako i samo ako je (ω, β)X = 0 za svaku zatvorenu C
∞
c formu β;
Dokaz. Neka je ω egzaktna, tj. ω = df za neki f , i neka je β kozatvorena forma
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klase C∞c s nosacˇem u relativno kompaktnom podrucˇju D. Tada je
(ω, β)X =
∫
X
df ∧ ∗β =
∫
D
df ∧ ∗β
=
∫
D
d(f ∗β¯)−
∫
D
f d∗β¯ =
∫
∂D
f ∗β¯ −
∫
D
fd∗β
=
∫
∂D
f ∗β¯ = 0.
Obratno, buduc´i da su forme oblika ∗ df za f klase C∞c kozatvorene (zaista,
d∗∗ df = dd(−f) = 0), imamo da je (ω, ∗ df)X = 0 za svaku takvu formu, pa za-
kljucˇujemo da je ω ∈ E∗⊥. Sad, ω zadovoljava uvjete propozicije 3.2.7; slijedi da je ω
zatvorena. Neka je sad γ jednostavna zatvorena krivulja na X i ηγ njoj pridruzˇena
forma. Komentirali smo da je ηγ zatvorena C
∞
c forma, pa je
∗ηγ kozatvorena i klase
C∞c . Stoga je po pretpostavci (ω,
∗ηγ)X = 0, a opet iz diskusije koja je prethodila
propoziciji imamo da je zato
∫
γ
ω = 0. Iz proizvoljnosti od γ zakljucˇujemo da je ω
egzaktna, dakle dokazana je tvrdnja (i). Tvrdnja (ii) sad slijedi primjenjujuc´i upravo
dokazanu tvrdnju na formu ∗ω. 
Korolar 3.2.10. Ako je ω ∈ E klase C1, onda je ω egzaktna forma. Ako je ω ∈ E∗
klase C1, onda je ω koegzaktna.
Dokaz. Za dokazati prvu tvrdnju je po prethodnoj propoziciji dovoljno provjeriti
da je (ω, β)X = 0 za svaku kozatvorenu C
∞
c formu β. No, takve forme β su kvadratno
integrabilne (zbog neprekidnosti i kompaktnog nosacˇa), pa po propoziciji 3.2.7 slijedi
da je β ∈ E⊥. Stoga, zbog ω ∈ E, slijedi tvrdnja. Druga tvrdnja je analogna. 
Sjetimo se, zˇelimo dokazati da je H jednak potprostoru harmonijskih formi unutar
L2(X). Jedan smjer sad lako slijedi; ako je ω harmonijska forma, lokalno dana s df ,
tada je ona zatvorena (ddf = 0) i kozatvorena (po lemi 3.1.14 je d∗df = ∆f = 0),
pa buduc´i da je ω klase C1, iz propozicije 3.2.7 slijedi ω ∈ E⊥ ∩ E∗⊥ = H.
Obrat je nesˇto suptilniji. Po propoziciji 3.1.18 znamo da je forma harmonijska
ako i samo ako je i zatvorena i kozatvorena. Za kvadratno integrabilne forme nam
propozicija 3.2.7 daje zakljucˇak da je forma iz E⊥ ∩ E∗⊥ zatvorena i kozatvorena,
dakle harmonijska, ali uz dodatnu pretpostavku da se radi o C1 formi. Vidjet c´emo
da su forme u E⊥ ∩ E∗⊥ nuzˇno klase C1, no najprije c´emo napraviti jednu malu
(potrebnu) digresiju.
Neka je f kvadratno integrabilna funkcija na jednicˇnom krugu D = K(0, 1) ⊂ C
(sˇto promatramo kao Riemannovu plohu sa standardnom kompleksnom strukturom),
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i pretpostavimo da je f harmonijska funkcija. Neka je g funkcija klase C∞c na D;
postoji r < 1 takav da je nosacˇ od g sadrzˇan u K(0, r). Po korolaru 3.2.6 imamo
∫
K(0,r)
(f∆g − g∆f) =
∫
∂K(0,r)
(f ∗dg − g∗df) = 0,
buduc´i da g i dg iˇscˇezavaju na ∂K(0, r). Uzimajuc´i sad u obzir da je f harmonijska,
imamo ∫
D
f∆g =
∫
K(0,r)
f∆g =
∫
K(0,r)
g∆f = 0.
Upravo smo vidjeli da za kvadratno integrabilnu harmonijsku funkciju f na D
vrijedi ∫
D
f∆g = 0
za svaku funkciju g klase C∞c . No, vrijedi i obrat; to je sadrzˇaj tzv. Weylove leme,
koju zatim mozˇemo iskoristiti i na podrucˇjima na Riemannovim plohama.
Teorem 3.2.11. (Weylova lema) Za kvadratno integrabilnu funkciju f na D vrijedi
da je harmonijska ako i samo ako vrijedi
∫
D
f∆g = 0
za svaku funkciju g klase C∞c na D.
Vratimo se prethodnoj diskusiji. Zˇelimo pokazati da je svaka 1-forma ω ∈ H =
E⊥ ∩ E∗⊥ harmonijska. Pogledajmo proizvoljnu kartu na X cˇija je domena home-
omorfna s jedinicˇnom kuglom u C; oznacˇimo lokalno ω = p dx+q dy za p i q izmjerive
funkcije. Neka je g proizvoljna realna funkcija klase C∞c s nosacˇem u D. Cilj nam je
sad pokazati da je p harmonijska funkcija koristec´i Weylovu lemu. Primijetimo da je
za Weylovu lemu dovoljno promatrati samo realne
”
test funkcije” g, sˇto c´e olaksˇati
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racˇun. Imamo
(ω, dgx)X =
∫
D
ω ∧ ∗dgx =
∫
D
(p dx+ q dy) ∧ ∗(gxx dx+ gxy dy)
=
∫
D
(p dx+ q dy) ∧ (−gxy dx+ gxx dy)
=
∫
D
(pgxx + qgxy) dx ∧ dy,
(ω, ∗dgy)X =
∫
D
ω ∧ ∗∗dgy = −
∫
D
ω ∧ dgy
= −
∫
D
(p dx+ q dy) ∧ (gyx dx+ gyy dy)
= −
∫
D
(pgyy − qgxy) dx ∧ dy.
Buduc´i da je ω ∈ E⊥ ∩ E∗⊥, vrijedi (ω, dgx)X = (ω, ∗dgy)X = 0, pa oduzimanjem
slijedi ∫
D
p(gxx + gyy) dx ∧ dy =
∫
D
p∆g = 0.
Po Weylovoj lemi sad zakljucˇujemo da je p harmonijska, pa posebno klase C1.
Primjenjujuc´i gornje rezimiranje na ∗ω = −q dx + p dy dobivamo da je i −q,
odnosno q klase C1 (zbog ω ∈ E⊥ ∩ E∗⊥ vrijedi i ∗ω ∈ E⊥ ∩ E∗⊥; to slijedi iz
(∗ω, df)X = (ω, ∗df)X i (∗ω, ∗df)X = (ω, df)X).
Dakle, ω je klase C1, pa diskusija prije Weylove leme daje zakljucˇak da je ω
harmonijska forma; tj. dokazali smo sljedec´i teorem.
Teorem 3.2.12. Prostor H cˇine kvadratno integrabilne harmonijske 1-forme na X.
Sad mozˇemo uspostaviti dovoljan (i u slucˇaju kompaktne plohe, nuzˇan) uvjet za
postojanje ne-nul harmonijske forme na X.
Teorem 3.2.13. Ako na Riemannovoj plohi X postoji kvadratno integrabilna zatvo-
rena 1-forma koja nije egzaktna, tada postoji ne-nul harmonijska forma na X. Obrat
vrijedi ako je X kompaktna Riemannova ploha.
Dokaz. Neka je ω ∈ L2(X) zatvorena forma koja nije egzaktna. Po propoziciji
3.2.7 je ω ∈ E∗⊥. Pogledajmo sad sljedec´e dvije dekompozicije od L2(X).
L2(X) = E ⊕ E∗ ⊕H,
L2(X) = E∗ ⊕ E∗⊥,
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odakle slijedi
E∗⊥ = E ⊕H.
Dakle, ω = α + β za neki α ∈ E i β ∈ H. Po teoremu 3.2.12 znamo da je β
harmonijska forma, pa je to posebno zatvorena forma (po lemi 3.1.18). Forme ω i β
su klase C1 (zatvorene forme su takve po definiciji), stoga je i α = ω − β klase C1.
Nadalje, imamo dα = dω − dβ = 0, pa po propoziciji 3.2.7 slijedi α ∈ E∗⊥.
Sad, ω nije egzaktna, pa postoji (jednostavna) zatvorena krivulja γ takva da je∫
γ
ω 6= 0, i neka je ηγ njoj pridruzˇena forma. Koristec´i (3.4) imamo da je∫
γ
α = (α, ∗ηγ)X = 0,
buduc´i da je α ∈ E∗⊥ (i uzimajuc´i u obzir definiciju od ηγ). (Mogli smo ovdje
alternativno iskoristiti korolar 3.2.10 da zakljucˇimo da je α egzaktna, pa je integral
po zatvorenoj krivulji jednak 0.) Dakle,∫
γ
ω =
∫
γ
α +
∫
γ
β =
∫
γ
β 6= 0,
stoga je β 6= 0 ne-nul harmonijska forma na X.
Neka je sad X kompaktna Riemannova ploha i β 6= 0 harmonijska 1-forma na X.
Primijetimo da su, zbog kompaktnosti od X, sve neprekidne forme ujedno i kvadratno
integrabilne, dakle β ∈ H. Opet zbog kompaktnosti od X vidimo da su sve forme
oblika df za f funkciju klase C∞ na X u prostoru E. Buduc´i da za harmonijske
funkcije vrijedi da su one klase C∞, kad bi β bila egzaktna forma, ona bi se onda
nalazila u E. No, β ∈ H ⊂ E⊥, odakle bi slijedilo β ∈ E ∩ E⊥, tj. β = 0. Dakle, β
nije egzaktna; nasˇli smo ne-egzaktnu kvadratno integrabilnu zatvorenu formu. 
3.3 Egzaktne harmonijske forme
Vidjeli smo da na kompaktnim Riemannovim plohama ne postoje egzaktne harmonij-
ske forme. Da bismo dobili nesˇto kao egzaktnu harmonijsku formu, moramo dopustiti
da ta forma ima singularitete.
Neka je p0 ∈ X, i neka je z = x + iy lokalna koordinata na okolini D koja se
preslikava u jedinicˇni disk K(0, 1) ⊂ C uz z(p0) = 0. Neka je a ∈ 〈0, 1〉. Izrazima
tipa Da ili {|z| < a} c´emo oznacˇavati skup svih p ∈ D takvih da je |z(p)| < a. Za
tocˇke q 6∈ D c´emo pisati |z(q)| > 1.
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Neka je h funkcija naX, sa (jedinstvenim) singularitetom u p0, koja je harmonijska
na D \ {p0}, jednaka 0 na {|z| > a} (dakle, 0 je na X \ ClDa) i takva da je ∗dh = 0
na {|z| = a} i dh ∈ L2(Da \ ClDa
2
). (Kasnije c´emo vidjeti primjer takve funkcije.)
Definirajmo i funkciju θ takvu da je θ = h na
{
z > a
2
}
i takva da je θ klase C∞ na
{|z| < a}. Dakle, θ je klase C∞ tamo gdje h ima singularitet. Primijetimo da θ nije
nuzˇno klase C∞ (cˇak ni neprekidna) na {|z| = a} (buduc´i da nemamo taj zahtjev na
h). No, θ jest klase C∞ na X \ {|z| = a}.
Na X\{|z| = a}mozˇemo promatrati formu dθ, no oznacˇimo istom oznakom formu
prosˇirenu na cijeli X (s moguc´im prekidom na {|z| = a}). Taj prekid na skupu mjere
0 nam nec´e utjecati na integriranje koje slijedi.
Iz definicije od θ vidimo da je dθ ∈ L2(X) = E ⊕E⊥. Dakle, dθ = α+ ω za neki
α ∈ E i ω ∈ E⊥. Primijetimo da zbog prekida na {|z| = a} ne mozˇemo zakljucˇiti da
je dθ zatvorena forma, pa onda i element od E∗⊥.
Promotrimo sada α; pozivat c´emo se na Weylovu lemu slicˇno kao u teoremu 3.2.12.
Neka je q0 ∈ X i U okolina te tocˇke koja je homeomorfna s K(0, 1) preko lokalne
koordinate z˜ = x˜ + iy˜ takve da je z˜(q0) = 0. Piˇsimo α = p dx˜ + q dy˜ na U . Neka je
f proizvoljna realna C∞c funkcija s nosacˇem unutar U . Kao u dokazu teorema 3.2.12
dobijemo
(α, ∗dfy˜)X =
∫
U
(−pfy˜y˜ + qfx˜y˜) dx˜ ∧ dy˜.
S druge strane je (α, ∗dfy˜)X = 0 zbog α ∈ E ⊂ E∗⊥ (po korolaru 3.2.8). Slicˇno,
koristec´i da je ω ∈ E⊥ dobivamo
(dθ, dfx˜)X = (α, dfx˜)X + (ω, dfx˜)X = (ω, dfx˜)X
=
∫
U
(pfx˜x˜ + qfx˜y˜) dx˜ ∧ dy˜,
pa oduzimajuc´i dobiveno slijedi
(dθ, dfx˜)X =
∫
U
p(fx˜x˜ + fy˜y˜) dx˜ ∧ dy˜ =
∫
U
p∆f.
Pokazˇimo da je ovaj integral jednak 0 za U ⊂ X\ClDa
2
, odakle c´e primjenom Weylove
leme (uz komentar da je dovoljno promatrati realne funkcije f kao u teoremu 3.2.12)
slijediti da je p klase C1 na U .
Dakle, neka je U ⊂ X \ ClDa
2
, i promatramo∫
U
p∆f = (dθ, dfx˜)X = (dθ, dfx˜)Da
2
+ (dθ, dfx˜)Da\ClDa
2
+ (dθ, dfx˜)X\ClDa .
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Gornji rastav vrijedi jer su izbacˇeni samo skupovi mjere 0. Buduc´i da je nosacˇ od
f unutar U , vrijedi dfx˜ = 0 na Da
2
, te vrijedi dθ = 0 na X \ ClDa. Stoga je
(dθ, dfx˜)Da
2
= (dθ, dfx˜)X\ClDa = 0. Ostaje nam pokazati da je (dθ, dfx˜)Da\ClDa
2
= 0.
Buduc´i da izvan Da vrijedi dθ = 0, mozˇemo bez smanjenja opc´enitosti uzeti U ⊂ D,
pa onda i z˜ = z.
Koristec´i propoziciju 3.2.5 imamo
(dfx˜, dθ)Da\ClDa
2
= −
∫
Da\ClDa
2
fx∆θ +
∫
∂(Da\ClDa
2
)
fx∗dθ = 0,
buduc´i da je θ harmonijska na Da\ClDa
2
i fx = 0 na
{|z| = a
2
}
te ∗dθ = 0 na {|z| = a}
(jer je ondje ∗dh = 0). Zakljucˇujemo da je (dθ, dfx˜)Da\ClDa
2
= 0; sad po Weylovoj
lemi slijedi da je p harmonijska, pa posebno klase C∞ na U , a zbog proizvoljnosti od
U ⊂ X \ ClDa
2
zakljucˇujemo da je p klase C∞ na X \ ClDa
2
. Slicˇnim postupkom,
koristec´i
(dθ, dfy˜)X =
∫
U
q∆f
dobijemo da je q klase C∞ na X \ ClDa
2
.
Sad znamo da je α klase C∞. Buduc´i da je i α ∈ E, po korolaru 3.2.10 slijedi da
je α egzaktna na X \ClDa
2
, pa je posebno zatvorena na X \ClDa
2
. Pokazˇimo sad da
je α i kozatvorena na tom skupu. Uzmimo proizvoljan f klase C∞c s nosacˇem unutar
U ⊂ X \ ClDa
2
kao gore, i vidimo da je
(α, df)X = (dθ, df)X − (ω, df)X
= (dθ, df)U ,
pri cˇemu smo iskoristili da je ω ∈ E⊥. Kao gore dobijemo (dθ, df)U = 0. Dakle,
(α, df)X = 0, pa koristec´i da je α klase C
∞ i propoziciju 3.2.7 zakljucˇujemo da je α
kozatvorena na X \ClDa
2
. Po propoziciji 3.2.12 slijedi da je α harmonijska forma na
X \ ClDa
2
.
Sad pogledajmo sˇto se dogada oko singulariteta, unutar skupa Da. Neka je f C
∞
funkcija s kompaktnim nosacˇem unutar Da. Imamo
(dθ, dfx)X = (dθ, dfx)Da =
∫
Da
dθ ∧ ∗dfx
=
∫
Da
(θx dx+ θy dy) ∧ (−fxydx+ fxx dy)
=
∫
Da
(θxfxx + θyfyy) dx ∧ dy,
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i slicˇno
(dθ, ∗dfy)X = −
∫
Da
(θxfyy − θyfxy) dx ∧ dy.
S druge strane, primjenjujuc´i propoziciju 3.2.7 na formu dθ koja je klase C∞ i zatvo-
rena na Da, vrijedi (dθ,
∗dfy)X = 0. Iz ovih jednakosti sad slijedi
(dθ, dfx)X =
∫
Da
θx(fxx + fyy) dx ∧ dy =
∫
Da
θx∆f,
pa zajedno s ranije izvedenom jednakosti (dθ, dfx)X =
∫
Da
p∆f dobivamo∫
Da
(p− θx)∆f.
Zbog proizvoljnosti od f , po Weylovoj lemi zakljucˇujemo da je p − θx harmonijska,
pa posebno klase C∞, na Da. Slicˇnim postupkom dobijemo da je q− θy klase C∞ na
Da. Uzimajuc´i u obzir da je θ klase C
∞ na Da, slijedi da su p i q klase C∞ na Da.
Zakljucˇujemo da je α forma klase C∞ na X. Sad, to zajedno s α ∈ E po korolaru
3.2.10 povlacˇi da je α egzaktna na X. Dakle, postoji funkcija g klase C∞ na X
takva da je α = dg. Ustanovili smo da je α harmonijska na X \ClDa
2
, odakle slijedi
da je g harmonijska funkcija na X \ ClDa
2
. Dalje, θ − g je klase C∞ na Da, pa i
d(θ − g) = dθ − α = ω ∈ E⊥; po propoziciji 3.2.7 slijedi da je d(θ − g) kozatvorena
na Da. Ocˇigledno je i zatvorena na tom skupu, pa zakljucˇujemo da je d(θ − g)
harmonijska forma na Da. Odatle slijedi da je θ − g harmonijska funkcija na Da.
Definirajmo sada jednu funkciju na X,
u = g − θ + h.
Na Da je g − θ harmonijska, a na Da \ {p0} je h harmonijska (po definiciji). Dakle,
u je harmonijska na Da \ {p0}. No, na
{|z| > a
2
}
je h = θ pa je na tom dijelu u = g,
za koju smo ustanovili da je tamo harmonijska. Dakle, u je harmonijska funkcija na
X \ {p0}. Dalje, zbog du = dg na
{|z| > a
2
}
i dg = α ∈ E ⊂ L2(X), te cˇinjenice da
su d(g − θ) = −ω i dh kvadratno integrabilni na Da \ ClU za svaku okolinu U oko
singulariteta p0, slijedi da je ‖du‖X\ClU < ∞. Forma du je kvadratno integrabilna
na X \ ClU i na tom skupu je, kao sˇto smo vidjeli, harmonijska. Po teoremu 3.2.12
slijedi da je (du, df)X = (du,
∗df)X = 0 za svaku funkciju f klase C∞c s nosacˇem
izvan U .
Uzmimo sada jednu konkretnu funkciju h koja zadovoljava uvjete prethodne di-
skusije. Takva je npr. funkcija
h(z) =
1
zn
+
z¯n
a2n
, za |z| 6 a, i 0 inacˇe.
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Primijetimo izoliran singularitet u 0 (tj. u tocˇki p0). Takoder uocˇimo da su funkcije
1
zn
i z¯
n
a2n
harmonijske.
Uzimajuc´i ovu funkciju h i cjelokupnu raniju diskusiju u obzir, dobili smo sljedec´i
teorem.
Teorem 3.3.1. Neka je X Riemannova ploha i z lokalna koordinata oko tocˇke p0
takva da je z(p0) = 0. Postoji funkcija u na M koja je harmonijska na X \ {p0}
takva da za svaku dovoljno malu okolinu U oko p0 vrijedi:
· u− 1
zn
je harmonijska na U ;
· du ∈ L2(X \ ClU);
· (du, df)X = (du, ∗df)X = 0 za svaku funkcije f klase C∞c na X s nosacˇem
unutar X \ ClU .
Dakle, konstruirali smo na X formu koja je
”
skoro” harmonijska i egzaktna, za-
hvaljujuc´i singularitetu u p0 ∈ X.
No, mogli smo unparijed zadati i dvije tocˇke singulariteta umjesto jedne te dobiti
slicˇan rezultat gornjem teoremu. Definirajmo
h(z) = ln
∣∣∣∣∣z − z1z − z2 z −
a2
z1
z − a2
z2
∣∣∣∣∣ , za |z| 6 a, i 0 inacˇe,
gdje su z1 = z1(p1), z2 = z2(p2) koordinate tocˇaka singulariteta izrazˇene preko lokalne
koordinate z (primijetimo, p1 i p2 se istovremeno nalaze u domeni jedne lokalne
koordinate). Uzimajuc´i ovu funkciju h i provodec´i analogan postupak onome prije
iskaza teorema 3.3.1 dobivamo sljedec´i rezultat.
Teorem 3.3.2. Neka je X Riemannova ploha i z1, z2 lokalne koordinate oko tocˇke
p1 ∈ X odnosno p2 ∈ X takve da je z1(p1) = z2(p2) = 0. Postoji (realna) funkcija u
na M koja je harmonijska na X \ {p1, p2} takva da za sve dovoljno male okoline U1
i U2 oko p1 odnosno p2 vrijedi:
· u− ln |z1| je harmonijska na U1 i u+ ln |z2| je harmonijska na U2;
· du ∈ L2(X \ Cl(U1 ∪ U2));
· (du, df)X = (du, ∗df)X = 0 za svaku funkcije f klase C∞c na X s nosacˇem
unutar X \ Cl(U1 ∪ U2).
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Zaista, ako se tocˇke p1 i p2 ne nalaze istovremeno u domeni neke lokalne koordi-
nate, onda radimo sljedec´e. Povezˇemo p1 i p2 putem (ovo je moguc´e zbog povezanosti
od X; zaista, skup svih tocˇaka s kojima se p1 mozˇe povezati je otvoren, sˇto odmah
slijedi iz cˇinjenice da oko svake tocˇke mozˇemo uzeti lokalnu koordinatu cˇija je domena
homeomorfna s putevima povezanim prostorom K(0, 1) ⊂ C, a i skup svih tocˇaka s
kojima se p1 ne mozˇe povezati je otvoren, pa zbog nepraznosti prvog skupa slijedi
da je on jednak cijelom X). Taj put je kompaktan kao neprekidna slika kompakt-
nog prostora, pa ga mozˇemo pokriti s konacˇno mnogo domena lokalnih koordinata
V1, V2, . . . , Vn takvim da je p1 ∈ V1 i p2 ∈ Vn. Za svaki 1 6 i 6 n− 1 izaberimo tocˇku
pi ∈ Vi ∩ Vi+1. Sad unutar svakog Ui mozˇemo primijeniti iskaz teorema na tocˇke pi i
pi+1 i nac´i funkciju ui s navedenim svojstvima.
Definiramo
u = u1 + u2 + · · ·+ un.
Primijetimo da se singulariteti u tocˇkama p2, . . . , pn−1 uklone (tj. skrate), a u p1 i pn
imamo singularitete; u je trazˇena funkcija.
3.4 Meromorfne 1-forme
Sjetimo se da su holomorfne forme oblika u dz za neku holomorfnu funkciju u. Dife-
rencijalnu 1-formu c´emo zvati meromorfnom ako je lokalno oblika f dz za neku mero-
morfnu funkciju f , te ako vrijedi pravilo prijelaza (3.1). Jednakost (3.1) je iskazana
u terminima dx i dy; u nasˇem slucˇaju to pravilo postaje f˜(z˜) = f(z(z˜))(zz˜−1)′(z˜).
Teorem 3.4.1. Neka je p0 ∈ X i z lokalna koordinata oko p0 takva da je z(p0) = 0.
Neka je n ∈ N. Postoji meromorfna forma koja je holomorfna na X \ {p0} sa
singularitetom oblika 1
zn+1
u p0.
Dokaz. Uzmimo funkciju u koju smo konstruirali u dokazu teorema 3.3.1, te
stavimo α = du. To je harmonijski diferencijal na X \ {p0}, pa znamo po teoremu
3.1.22 da je forma
ω = α + i∗α
holomorfna na X \ {p0}.
Jedini singularni dio funkcije u = g − θ + h je bio 1
zn
oko p0, pa pogledajmo
d
(
1
zn
)
=
(
1
zn
)
z
dz +
(
1
zn
)
z¯
dz¯ =
−n
zn+1
dz,
∗d
(
1
zn
)
= −i d
(
1
zn
)
= i
n
zn+1
dz.
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Odavde slijedi da ω u tocˇki p0 ima singularitet oblika
−2n
zn+1
. Dakle, trazˇena meromorfna
forma je −1
2n
ω. 
Slicˇno, iz teorema 3.3.2 (i koriˇstenjem pripadne funkcije h) dobivamo i sljedec´i
rezultat.
Teorem 3.4.2. Neka su p1, p2 ∈ X i z1, z2 lokalne koordinate oko tocˇke p1 ∈ X
odnosno p2 ∈ X takve da je z1(p1) = z2(p2) = 0. Postoji meromorfna forma koja je
holomorfna na X \ {p0, p1} sa singularitetima oblika 1z1 u p1 i −1z2 u p2.
Za meromorfnu formu ω i tocˇku p ∈ X definiramo red od ω u p s
ordp(ω) = ord0(f),
gdje je f takva da je ω dana s ω = f dz na lokalnoj koordinati z oko p takvoj da
je z(p) = 0. Iz cˇinjenice da je red funkcije u tocˇki dobro definiran slijedi da je i red
forme u tocˇki dobro definiran.
Uz takvu lokalnu koordinatu vrijedi
ω = f(z) dz =
( ∞∑
k=−n
cnz
n
)
dz,
gdje smo iskoristili Laurentov razvoj od f ; vrijedi ordp(ω) = ord0(f) = −n. Defini-
ramo reziduum 1-forme ω u tocˇki p s
resp(ω) = c−1.
Mozˇemo bez smanjenja opc´enitosti uzeti da domena lokalne koordinate z ne sadrzˇi
nijednu tocˇku singulariteta osim p, buduc´i da su takve tocˇke izolirane. Sad, ako je γ
krivulja oko tocˇke p sadrzˇana u ovoj domeni, tada imamo∫
γ
ω =
∫
zγ
f(z) dz =
∫
zγ
( ∞∑
k=−n
cnz
n
)
dz = c−1,
po teoremu o reziduumima u kompleksnoj ravnini. Odavde slijedi da je reziduum u
p dobro definiran, iako Laurentov red ne mora biti.
Sad dolazimo do nasˇeg glavnog rezultata.
Teorem 3.4.3. Neka su p1, . . . , pn, n > 2, razlicˇite tocˇke na Riemannovoj plohi
X, te neka su a1, . . . , an kompleksni brojevi takvi da je
∑n
i=1 ci = 0. Tada postoji
meromorfna forma ω na X koja je holomorfna na X \{p1, . . . , pn} i takva da za svaki
1 6 i 6 n vrijedi ordpi(ω) = −1 i respi(ω) = ai.
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Dokaz. Odaberimo tocˇku p0 ∈ X \ {p1, . . . , pn} i lokalne koordinate zi takve da je
zi(pi) = 0 za 0 6 i 6 n. Iskoristimo teorem 3.4.2 da bismo nasˇli meromorfne forme
ui kao u iskazu, takve da je u pi singularitet oblika
1
zi
a u p0 singularitet oblika
−1
z0
,
za svaki 1 6 i 6 n. Primijetimo da je ordpi(ω) = −1 i respi(ωi) = 1.
Definiramo meromorfnu formu
ω =
n∑
i=1
aiωi.
Vidimo da u tocˇkama p1, . . . , pn, zbog oblika formi ωi, vrijedi ordpi(ω) = −1 i
respi(ω) = ci. Nadalje, ω je holomorfna u p0 zbog uvjeta
∑n
i=1 ci = 0; dakle ω je
holomorfna na X \ {p1, . . . , pn}. 
Teorem 3.4.4. Na Riemannovoj plohi X postoje nekonstantne meromorfne funkcije.
Dokaz. Odaberimo tri razlicˇite tocˇke p1, p2, p3 ∈ X. Koristec´i prethodni teorem,
mozˇemo nac´i meromorfnu formu α na X, holomorfnu na X \ {p1, p2}, takvu da je
ordp1(α) = ordp2(α) = −1 i resp1(α) = 1, resp2(α) = −1. Takoder mozˇemo nac´i
meromorfnu formu β na X, holomorfnu na X \ {p2, p3}, takvu da je ordp2(β) =
ordp3(β) = −1 i resp2(β) = 1, resp3(β) = −1. Definiramo funkciju f na X s
f =
α
β
,
tj. ako lokalno, na domeni Ui lokalne koordinate zi, vrijedi α = fα,i dzi i β = fβ,i dzi,
onda je po definiciji f =
fα,i
fβ,i
na Ui.
Provjerimo najprije da je ovo uopc´e dobro definirana funkcija na X. Uzmimo dvije
lokalne koordinate zi i zj s pripadnim domenama Ui i Uj s nepraznim presjekom. Tada
imamo
f
∣∣
Uj
(p) =
fα,j(p)
fβ,j(p)
=
fα,i(p)(ziz
−1
j )
′(zj(p))
fβ,i(p)(ziz
−1
j )
′(zj(p))
=
fα,i
fβ,i
(p) = f
∣∣
Uj
(p),
stoga je f dobro definiran.
Preostaje provjeriti da je f nekonstantna funkcija. Buduc´i da je β holomorfna
u p1, f =
α
β
ima pol (reda barem 1) u p1. Posebno, f(p1) 6= 0. U tocˇki p3 je α
holomorfna, a β ima pol. Koristec´i lokalnu koordinatu takvu da je z(p3) = 0 imamo
f =
g
1
z
h
,
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gdje su f i g holomorfne oko p3, te je h(p3) 6= 0. Stoga je f = z gh , pri cˇemu je gh
holomorfna oko p3. Dakle, f(p3) = 0. Zakljucˇujemo da je f nekonstantna meromorfna
funkcija na X. 
3.5 Posljedice i primjene
Pogledajmo sada neke vazˇne posljedice postojanja nekonstantnih meromorfnih funk-
cija na Riemannovoj plohi X. Nadalje promatramo kompaktne Riemannove plohe.
Genus kompaktne Riemannove plohe
Uzmimo proizvoljnu (konacˇnu) triangulaciju kompaktne Riemannove plohe X, te
oznacˇimo s α0 broj vrhova, s α1 broj bridova, te s α2 broj trokuta u toj triangulaciji.
Broj
χ = α0 − α1 + α2
nazivamo Euler-Poincare´ovom karakteristikom od X. Pokazˇe se da je χ topolosˇka
invarijanta (pa posebno ne ovisi o triangulaciji jedne fiksne Riemannove plohe) te da
je oblika χ = 2 − 2g, gdje broj g nazivamo genusom od X. Genus intuitivno broji
koliko ploha X ima
”
rupa”. Tako je, na primjer, genus od Riemannove sfere jednak
0, a genus kompleksnog torusa jednak 1. Genus mozˇemo shvatiti i kao broj puta na
koji mozˇemo uzastopno izbaciti iz plohe po jednu jednostavnu zatvorenu krivulju a
da ploha ostane povezana.
Neka je f : X → Y nekonstantno holomorfno preslikavanje izmedu kompaktnih
Riemannovih ploha. Po teoremu 2.2.14 je dobro definiran stupanj od f , dan s
deg(f) = degp(f),
gdje je p proizvoljna tocˇka na X. Vidjeli smo kao posljedicu korolara 2.2.11 da je
broj tocˇaka ramifikacije od f konacˇan, pa je dobro definiran i potpun broj grananja
B(f) =
∑
p∈R
(multp(f)− 1),
gdje je R ⊂ X skup tocˇaka ramifikacije. Stupanj od f , potpun broj grananja, genus
gX od X i genus gY od Y povezuje sljedec´a formula.
Teorem 3.5.1. (Riemann-Hurwitzova formula) Uz gornje oznake, vrijedi
gX = deg(f)(gY − 1) + B(f)
2
+ 1.
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Dokaz. Triangulirajmo Y tako da je svaka tocˇka grananja vrh triangulacije. Uzi-
manjem praslike po f , ova triangulacija inducira triangulaciju od X. Oznacˇimo li s
α0 broj vrhova, s α1 broj bridova, te s α2 broj trokuta ove triangulacije od Y , slijedi
da inducirana triangulacija od X ima deg(f)α0 − B(f) vrhova, deg(f)α1 bridova i
deg(f)α2 trokuta. Dakle, po definiciji Euler-Poincare´ove karakteristike imamo
2− 2gY = α0 − α1 + α2,
2− 2gX = deg(f)α0 −B(f)− deg(f)α1 + deg(f)α2,
odakle dobivamo trazˇenu jednakost. 
Buduc´i da je genus kompaktne Riemannove plohe cijeli broj, odmah iz Riemann-
Hurwitzove relacije vidimo da je potpun broj grananja holomorfnog preslikavanja
izmedu kompaktnih Riemannovih ploha paran broj. Takoder cˇitamo da gX = 0
povlacˇi da je gY = 0. Zato, na primjer, ne postoje nekonstantna holomorfna presli-
kavanja iz Riemannove sfere u kompleksan torus.
Divizori
Da bismo formirali posljedice postojanja meromorfnih funkcija na kompaktnoj Ri-
emannovoj plohi X, treba nam vokabular divizora.
Definicija 3.5.2. Divizor na X jest element slobodne abelove grupe cˇiju bazu cˇini
skup svih tocˇki p ∈ X. Tu grupu oznacˇavamo s Div(X).
Divizor D ∈ Div(X) zapisujemo u obliku
D =
∑
p∈X
D(p) · p,
pri cˇemu su svi D(p) osim njih konacˇno mnogo jednaki 0. Definiramo i stupanj
divizora, deg(D), s
deg(D) =
∑
p∈X
D(p).
(Formalno, zbrajamo samo ne-nul vrijednosti D(p); njih ima konacˇno mnogo. Nadalje
c´e se podrazumijevati ovaj formalizam kod sumiranja naizgled beskonacˇnih suma.)
Za ne-nul meromorfnu funkciju f definiramo divizor funkcije f s
div(f) =
∑
p∈X
ordp(f) · p.
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Divizor na X koji je dobiven na ovaj nacˇin zovemo glavnim divizorom. Skup glavnih
divizora oznacˇavamo s PDiv(X). Slicˇno, za meromorfnu 1-formu ω na X definiramo
divizor 1-forme ω s
div(ω) =
∑
p∈X
ordp(ω) · p.
Ovako dobiven divizor zovemo kanonskim divizorom. Skup kanonskih divizora
oznacˇavamo s KDiv(X).
Meromorfne funkcije na X cˇine polje. Lako se vidi da za njihove divizore, tj.
glavne divizore na X vrijede sljedec´e relacije.
Lema 3.5.3. Neka su f i g ne-nul meromorfne funkcije na X. Vrijedi:
(i) div(fg) = div(f) + div(g);
(ii) div(f
g
) = div(f)− div(g);
(iii) div( 1
f
) = − div(f).
Propozicija 2.2.19 nam odmah daje sljedec´i rezultat.
Lema 3.5.4. Ako je f ne-nul meromorfna funkcija na X, tada je deg(div(f)) = 0.
Definicija 3.5.5. Neka je f ne-nul meromorfna funkcija na X. Divizor nula od f
definiramo s
div0(f) =
∑
p, ordp(f)>0
ordp(f) · p,
te definiramo divizor polova od f s
div∞(f) =
∑
p, ordp(f)<0
(− ordp(f)) · p.
Primijetimo da je
div(f) = div0(f)− div∞(f).
Sad, uzmimo meromorfnu 0-formu f i 1-formu ω na X. Provjeri se da vrijedi
div(fω) = div(f) + div(ω).
Dakle, vidimo da je razlika ova dva kanonska divizora koja se pojavljuju u jednakosti
jednaka glavnom divizoru. No, iz sljedec´e leme, cˇiji je dokaz u biti sadrzˇan u dokazu
teorema 3.4.4, c´e slijediti da to vrijedi i opc´enito.
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Lema 3.5.6. Neka su ω1 i ω2 ne-nul meromorfne 1-forme na X. Tada postoji je-
dinstvena 0-forma f na X takva da je ω2 = fω1.
Korolar 3.5.7. Razlika dva kanonska divizora je glavni divizor. Drugim rijecˇima,
KDiv(X) ∈ Div(X)/PDiv(X).
Ovo nas vodi do sljedec´e definicije.
Definicija 3.5.8. Za divizore D1 i D2 na X kazˇemo da su linearno ekvivalentni, u
oznaci D1 ∼ D2, ako je D1 −D2 glavni divizor.
Odmah se provjeri da se radi o relaciji ekvivalencije. Takoder, ako su D1 i D2
linearno ekvivalentni, pri cˇemu je D1−D2 = div(f) za meromorfnu funkciju f , onda
iz leme 3.5.4 slijedi
deg(D1) = deg(D2 + div(f)) = deg(D2) + deg(div(f)) = deg(D2).
Dakle, linearno ekvivalentni divizori na kompaktnoj Riemannovoj plohi imaju jednaki
stupanj. Dalje, iz div(f) = div0(f)− div∞(f) cˇitamo da je divizor nula meromorfne
funkcije jednak njezinom divizoru polova.
Primjer 3.5.9. Neka su p, q ∈ C∪{∞}, i definirajmo divizore Dp = 1 ·p, Dq = 1 · q.
Pokazˇimo da su ova dva divizora linearno ekvivalentna. Ako p 6=∞ i q 6=∞, uzmimo
meromorfnu funkciju f(z) = z−p
z−q (eksplicitno piˇsemo oblik samo u koordinati z na
C ⊂ C ∪ {∞}) i primijetimo da je div(f) = 1 · p− 1 · q. Ako je, na primjer, q =∞,
onda uzmemo f = z− p. Vidimo da je ordp(f) = 1. Ako je q =∞, uzmemo funkciju
f(z) = z − p, i tada je ordp(f) = 1, ordq(f) = −1, pa je div(f) = 1 · p− 1 · q.
Za daljnja razmatranja c´e biti korisno uvesti konvenciju da je ordp(f) = ∞ za
tocˇke p na cˇijoj je okolini funkcija f identicˇki jednaka 0.
Definicija 3.5.10. Za divizor D piˇsemo D > 0 ako je D(p) > 0 za svaki p ∈ X.
Ako za divizore D1, D2 vrijedi D1 − D2 > 0, piˇsemo D1 > D2. Definiramo prostor
meromorfnih funkcija na X s polovima omedenim s D s
L(D) = {f ; f je meromorfna funkcija takva da je div(f) > −D} .
Definiramo i prostor meromorfnih 1-formi s polovima omedenim s D s
L(1)(D) = {ω; ω je meromorfna 1-forma na X takva da je div(ω) > −D} .
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Znacˇi, ako je D(p) = n > 0, onda f ∈ L(D) ne smije imati pol reda strogo vec´eg
od n u tocˇki p. Ako je D(p) = −n < 0, onda mora vrijediti ordp(f) > n, tj. do na
translaciju koordinate, f ima nultocˇku reda barem n u tocˇki p. Analogno razmatranje
vrijedi za L(1)(D).
Prostori L(D) i L(1)(D) su kompleksni vektorski prostori. Vidimo da za D1 > D2
vrijedi L(D1) ⊃ L(D2) i L(1)(D1) ⊃ L(1)(D2). Primijetimo da je meromorfna funkcija
f holomorfna ako i samo ako je ordp(f) > 0 u svakoj tocˇki p, tj. ako i samo ako
je div(f) > 0. Dakle, L(0) je prostor holomorfnih funkcija na X. Slicˇno, L(1)(0)
je prostor holomorfnih 1-formi na X. Buduc´i da su po korolaru 2.2.6 holomorfne
funkcije na kompaktnoj Riemannovoj plohi konstantne, imamo
L(0) ∼= C
(pri cˇemu C shvac´amo kao jednodimenzionalan kompleksan vektorski prostor). Napo-
menimo da odavde ne slijedi da je L(1)(0) = {0}, jer holomorfne forme dobivamo dje-
lovanjem diferencijalnog operatora na lokalno definirane holomorfne funkcije. Sˇtoviˇse,
vidjet c´emo da je L(1)(0) g-dimenzionalan vektorski prostor, gdje je g genus od X.
Lema 3.5.11. Neka je D divizor na kompaktnoj Riemannovoj plohi X. Ako je
deg(D) < 0, onda je L(D) = {0}.
Dokaz. Pretpostavimo da postoji ne-nul funkcija f ∈ L(D). Pogledajmo divizor
D1 = div(f) +D. Koristec´i lemu 3.5.4, imamo
deg(D1) = deg(div(f)) + deg(D) = deg(D) < 0.
S druge strane, buduc´i da je f ∈ L(D), dobivamo deg(D1) > 0. 
Koristec´i kompaktnost od X i iskazane rezultate, mozˇe se dokazati sljedec´a pro-
pozicija.
Propozicija 3.5.12. Prostori L(D) su konacˇno dimenzionalni.
Za kanonski divizor K = div(ω) i proizvoljan divizor D, lako se provjeri da je
funkcija
µω : L(D +K)→ L(1)(D)
definirana s µω(f) = fω izomorfizam kompleksnih vektorskih prostora.
Korolar 3.5.13. Prostori L(1)(D) su konacˇno dimenzionalni.
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Algebarske krivulje
Sjetimo se kompleksnog projektivnog pravca CP1. Na analogan nacˇin definiramo
kompleksan projektivan prostor CPn. Na Cn+1 \ {0} (gdje 0 oznacˇava ishodiˇste) defi-
niramo relaciju ekvivalencije ∼ tako da je (z1, . . . , zn+1) ∼ (w1, . . . , wn+1) ako postoji
λ ∈ C \ {0} takav da je (z1, . . . , zn+1) = (λw1, . . . , λwn+1). Definiramo kompleksan
projektivan prostor kao kvocijentan topolosˇki prostor CPn = Cn+1/∼. Tocˇke u CPn
oznacˇavamo s (z1 : . . . : zn). Kao sˇto smo vec´ definirali, za n = 1 govorimo o komplek-
snom projektivnom pravcu, a za n = 2 o kompleksnoj projektivnoj ravnini. Nadalje
ispusˇtamo pridjev
”
kompleksan”.
Za polinom f u n varijabli kazˇemo da je homogen ako su mu svi monomi jednakog
stupnja. Na primjer, polinom f(x, y, z) = x5 + x3y2 + xyz3 je homogen polinom u tri
varijable. Za homogen polinom u n+ 1 varijabli vrijedi
f(λz1, . . . , λzn+1) = λ
nf(z1, . . . , zn+1).
Stoga, uzmemo li (z1 : . . . : zn+1) ∈ CPn, ne bi bila dobra definicija f(z1 : . . . : zn+1) =
f(z1, . . . , zn+1). No, ipak je dobro definirano je li f(z1 : . . . : zn+1) = f(z1, . . . , zn+1)
jednako 0 ili razlicˇito od 0. Stoga ima smisla promatrati podskup od CPn, tzv.
projektivnu hiperplohu, definiranu s
V (f) = {(z1 : . . . : zn+1) ∈ CPn; f(z1, . . . , zn+1) = 0} .
Usredotocˇimo se sada na projektivnu ravninu CP2. Uzmimo homogen polinom f
u tri varijable x, y, z za koji vrijedi da sustav jednadzˇbi
f =
∂f
∂x
=
∂f
∂y
=
∂f
∂z
= 0
nema rjesˇenja. Takav polinom nazivamo nesingularnim. Koristec´i nesingularnost od
f , provjeri se da na V (f) ⊂ CP2 mozˇemo definirati kompleksnu strukturu. Naime,
svaka tocˇka p = (x : y : z) ima barem jednu koordinatu razlicˇitu od nule (ako je
jedna koordinata razlicˇita od nule u jednom reprezentantu od p, onda je ta koordinata
razlicˇita od nule u svim reprezentantima). Uzmimo bez smanjenja opc´enitosti da je
x koordinata takva. Onda na okolini CP2 ∩ {x 6= 0} od p definiramo kartu
φ(x : y : z) =
y
x
.
Analogno definiramo karte i u ostalim slucˇajevima. Provjeri se da su ovako definirane
karte kompatibilne; dakle, hiperplohu u projektivnoj ravnini pridruzˇenu nesingular-
nom homogen polinomu mozˇemo smatrati Riemannovom plohom. Takve Riemannove
plohe nazivamo glatkim projektivnim ravninskim krivuljama.
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Bili smo pokazali da je CP1 kompaktan prostor. Analogno se dokazˇe da je svaki
projektivan prostor kompaktan. Buduc´i da je glatka projektivna ravninska krivulja
zatvoren skup u projektivnoj ravnini, zakljucˇujemo da je ta krivulja sˇtoviˇse kompak-
tna Riemannova ploha.
Sad, definirajmo sˇto je to glatka projektivna krivulja u opc´enitom projektivnom
prostoru.
Definicija 3.5.14. Neka je X Riemannova ploha koja je podskup projektivnog pros-
tora CPn. Kazˇemo da je X holomorfno ulozˇena u CPn ako za svaki p ∈ X postoji
koordinata zj takva da vrijedi:
(i) zj koordinata od p je razlicˇita od nule;
(ii) za svaki k je zk
zj
holomorfna funkcija na nekoj okolini od p;
(iii) postoji koordinata zi takva da je
zi
zj
lokalna koordinata oko p.
Riemannovu plohu ulozˇenu u projektivnom prostoru zovemo glatkom projektivnom
krivuljom.
Pogledajmo sada polje meromorfnih funkcija na Riemannovoj plohi X. Kazˇemo
da ono razlikuje tocˇke na X ako za svake dvije tocˇke p, q ∈ X postoji meromorfna
funkcija f na X takva da je f(p) 6= f(q). Dalje, kazˇemo da razlikuje tangente ako za
svaki p ∈ X postoji meromorfna funkcija f takva da je multp(f) = 1.
Definicija 3.5.15. Kompaktnu Riemannovu plohu cˇije polje meromorfnih funkcija
razlikuje tocˇke i razlikuje tangente zovemo algebarskom krivuljom.
Provjeri se da su glatke projektivne ravninske krivulje i, opc´enito, glatke projek-
tivne krivulje primjeri algebarskih krivulja. Mozˇda se na prvi pogled ova definicija
algebarske krivulje cˇini neobicˇnom, no pomoc´u nje se brzo dolazi do rezultata koji ju
opravdava.
Koristec´i cˇinjenicu da imamo
”
dovoljno” meromorfnih funkcija na algebarskoj
krivulji, sluzˇec´i se uvedenim pojmovima za divizore se mozˇe dokazati sljedec´i vazˇan
teorem.
Teorem 3.5.16. (Riemann-Roch) Neka je X algebarska krivulja genusa g. Tada za
svaki divizor D i svaki kanonski divizor K na X vrijedi
dimL(D)− dim(K −D) = deg(D) + 1− g.
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Uocˇimo odmah da uvrsˇtavanjem D = 0 cˇitamo
dimL(0)− dimL(K) = deg(0) + 1− g.
Koristec´i prethodno uocˇenu cˇinjenicu da je L(0) ∼= C, imamo dimL(0) = 1. Takoder
smo spomenuli da vrijedi L(K +D) ∼= L(1)(D). U nasˇem slucˇaju, za D = 0 to znacˇi
da je L(K) izomorfan prostoru holomorfnih 1-formi na X. Buduc´i da je deg(0) = 0,
gornja formula postaje dimL(K) = g. Dakle, vidimo da je kompleksan vektorski
prostor holomorfnih 1-formi na X dimenzije g.
Fiksirajmo sada kanonski divizor K. Ako je D divizor takav da je deg(D) >
deg(K), onda je deg(K − D) < 0, pa je po lemi 3.5.11 L(K − D) = {0}. Mozˇe se
pokazati da na algebarskoj krivulji genusa g postoji kanonski divizor stupnja 2g− 2.
Koristec´i korolar 3.5.7 i lemu 3.5.4 slijedi da je svaki kanonski divizor na algebarskoj
krivulji genusa g stupnja 2g − 2. Kombinirajuc´i sve ovo, dobivamo sljedec´i rezultat.
Propozicija 3.5.17. Ako je D divizor na algebarskoj krivulji X takav da je deg(D) >
2g − 1, onda vrijedi
dimL(D) = deg(D) + 1− g.
Okrenimo se sada pitanju ulaganja algebarske krivulje u projektivan prostor.
Definicija 3.5.18. Funkcija φ : X → CPn iz Riemannove plohe X u projektivan
prostor CPn je holomorfna u tocˇki p ∈ X ako postoji okolina od p u X takva da
na toj okolini vrijedi φ(x) = (f0(x) : . . . : fn+1(x)), gdje su f0, . . . , fn+1 holomorfne
funkcije na toj okolini koje nisu sve jednake nuli u tocˇki p. Funkcija φ je holomorfna
ako je holomorfna u svakoj tocˇki na X.
Zanima nas pod kojim uvjetima je φ(X) ⊂ CPn Riemannova ploha koja je biho-
lomorfna (dakle, ekvivalentna u kategoriji Riemannovih ploha i holomorfnih preslika-
vanja) s X.
Definicija 3.5.19. Kazˇemo da je divizor D na X slobodan baznih tocˇki ako za svaku
tocˇku p ∈ X vrijedi dimL(D −Dp) = dimL(D)− 1, gdje je Dp divizor 1 · p.
Neka je D neki divizor na X slobodan baznih tocˇki. Mozˇe se pokazati da tada
postoji n ∈ N i holomorfna funkcija φD : X → CPn koja je jedinstveno odredena s
L(D).
Divizora nisu opc´enito slobodni baznih tocˇki. No, olaksˇavajuc´a okolnost je da
se svaki divizor D mozˇe
”
modificirati” do divizora koji je slobodan baznih tocˇaka.
Naime, D se prikazˇe kao suma dva divizora, tzv. fiksnog dijela F i pokretnog dijela
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D−F . Pokretan dio je slobodan baznih tocˇki, a sˇto se ticˇe holomorfnih funkcija koje
nas zanimaju je svejedno promatramo li divizor ili njegov pokretan dio, buduc´i da je
L(D − F ) = L(D).
Propozicija 3.5.20. Neka je X kompaktna Riemannova ploha i D divizor na X koji
je slobodan baznih tocˇki. Pretpostavimo da za svake dvije tocˇke (ne nuzˇno razlicˇite)
p, q ∈ X vrijedi dimL(D − Dp − Dq) = dimL(D) − 2 (gdje je Dp = 1 · p i Dq =
1 · q). Neka je φD : X → CPn pripadna holomorfna funkcija. Tada je φD(X) ⊂ CPn
Riemannova ploha, te je φD sˇtoviˇse biholomorfno preslikavanje izmedu X i φD(X) i
vrijedi da je φD(X) holomorfno ulozˇena u projektivnom prostoru CPn.
Neka je sad X algebarska krivulja genusa g, i pretpostavimo da smo nasˇli divizor
D na X takav da je deg(D) > 2g+ 1. Neka su p, q ∈ X proizvoljne tocˇke, i oznacˇimo
s Dp odnosno Dq pripadne divizore 1 · p i 1 · q. Buduc´i da je deg(D) > 2g − 1 i
deg(D −Dp) > 2g − 1, po propoziciji 3.5.17 imamo
dimL(D −Dp) = deg(D −Dp) + 1− g = deg(D)− g
i
dimL(D) = deg(D) + 1− g.
Stoga je
dimL(D −Dp) = dimL(D)− 1,
pa zakljucˇujemo da je D slobodan baznih tocˇki. Nadalje, po istoj propoziciji analog-
nim racˇunom dobijemo
dimL(D −Dp −Dq) = dimL(D)− 2.
Stoga smo u uvjetima propozicije 3.5.20, pa mozˇemo X promatrati kao Riemannovu
plohu ulozˇenu u projektivan prostor.
Dakle, nademo li
”
dovoljno velik” divizor na algebarskoj krivulji, tu krivulju
mozˇemo smjestiti u neki projektivan prostor. No, to uvijek mozˇemo; jednostavno
uzmemo divizor (2g + 1) · p, gdje je g genus krivulje, a p proizvoljna tocˇka na njoj.
Dakle, svaku algebarsku krivulju mozˇemo holomorfno ulozˇiti u projektivan prostor,
tj. radi se o glatkoj projektivnoj krivulji.
Sad, sjetimo se dokaza teorema 3.4.4. Ne samo da smo dokazali da postoje ne-
konstantne meromorfne funkcije na Riemannovoj plohi X, nego smo u biti pokazali
i da polje meromorfnih funkcija na X razlikuje i tocˇke i tangente. Dakle, svaka
kompaktna Riemannova ploha je algebarska krivulja.
Skupimo li dosadasˇnje rezultate, dokazali smo sljedec´i teorem.
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Teorem 3.5.21. Do na biholomorfno preslikavanje, za Riemannovu plohu X je ek-
vivalentno:
(i) X je kompaktna Riemannova ploha;
(ii) X je algebarska krivulja;
(iii) X je glatka projektivna krivulja.
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Sazˇetak
Ovaj rad je uvod u teoriju Riemannovih ploha. Definiramo Riemannove plohe i
holomorfna preslikavanja medu njima i dokazujemo neka njihova osnovna svojstva.
Zatim tehnikama iz kompleksne analize pristupamo pitanju postojanja meromorf-
nih funkcija na proizvoljnoj Riemannovoj plohi. Proucˇavamo diferencijalne 1-forme i
cˇinimo dekompoziciju Hilbertovog prostora kvadratno integrabilnih 1-formi. Pomoc´u
te dekompozicije dokazujemo da postoje meromorfne 1-forme s unaprijed zadanim
singularitetima, odakle dobivamo i meromorfne funkcije. Zatim se usredotocˇimo na
kompaktne Riemannove plohe. Definiramo algebarske krivulje, te ukratko izlazˇemo
teoriju potrebnu da bi se iskazao Riemann-Rochov teorem, koji povezuje stupanj
divizora i dimenziju pripadnog prostora meromorfnih funkcija na algebarskoj krivu-
lji. Pomoc´u tog teorema dokazujemo da se svaka algebarska krivulja mozˇe ulozˇiti u
projektivan prostor, te komentiramo da prethodno dokazan rezultat o postojanju me-
romorfnih funkcija na Riemannovoj plohi povlacˇi da je svaka kompaktna Riemannova
ploha algebarska krivulja.

Summary
This thesis is an introduction to the theory of Riemann surfaces. We define Riemann
surfaces and holomorphic maps between them, and prove some basic properties. We
then apply complex analytic techniques to address the question of existence of me-
romorphic functions on an arbitrary Riemann surface. We study differential 1-forms
and decompose the Hilbert space of square-integrable 1-forms. Using this decompo-
sition, we prove that there exist meromorphic 1-forms with prescribed singularities,
whence we obtain the existence of meromorphic functions as well. Our focus then
narrows to compact Riemann surfaces. We define algebraic curves, and then briefly
expound the necessary theory to state the Riemann-Roch theorem, which links the
degree of a divisor to the dimension of a related meromorphic function space on an
algebraic curve. Applying this theorem, we prove that every algebraic curve can be
embedded into projective space. We then comment on the fact that the previously
proven result on the existence of meromorphic functions on Riemann surfaces implies
that all Riemann surfaces are algebraic curves.
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